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Introduccién

El objetivo principal de esta obra es poder crear un texto ade-
cuado, que pueda acompanar al estudiante durante sus cursos
de célculo diferencial real. Pese a que ya existen diversos textos
clasicos de calculo (al ser éste es un material fundamental para
las areas de ciencias e ingenierias hay por tanto una amplia gama
de textos tanto aplicados como teoéricos) todos estos requieren
un cierto tiempo para ser cubiertos; son pensados mas alla de
un solo curso, con muchas horas de disposicion extra por parte
del lector. Lamentablemente las exigencias modernas nos limi-
tan en tiempo, razon por la cual debe hacerse una seleccion mas
fina al crear un texto de calculo que esté pensado para ser guia

en el semestre en que dicho material se cursa.

Para el caso particular de fisica y matematicas, se requiere un en-
foque algo formal y esto implica tener textos alin mas exigentes
en ciertas direcciones. Dicho formalismo no debe llegar a ser ex-

cesivo (por ejemplo al intentar recrear en un principio la teoria
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formal de conjuntos), debe ser lo adecuado a un primer curso

formal de calculo.

La idea primordial de esta obra es ofertar un programa que sea
realizable en un semestre, con las exigencias minimas para sen-
tar en el estudiante bases solidas en el area, de tal forma que él
mismo pueda seguir profundizando en los temas aun después
del curso; este es un texto adecuado al curso, tiene exactamente
aquella seleccién de temas necesarios a cubrir en un semestre de
la materia de Calculo 1, que son los que realmente se cubren en
la practica; dotado de una buena cantidad de ejemplos resueltos
a detalle y ejercicios (la mayoria de ellos con sugerencias para
resolverlos). Este texto ademas de acompaiiar al estudiante du-
rante su semestre tiene la capacidad de facilitarle la lectura de
cualquier otro texto de calculo real, en el que el estudiante quiera
abarcar otros temas o profundizar en los vistos en el curso (cosa
que no se hace en el semestre por cuestion de tiempo). Es im-
portante en este punto mencionar que la idea no es suplantar a
los libros clasicos del area de calculo, mas bien apoyar a los es-
tudiantes con un texto base para poder estudiar con més éxito la
literatura ya existente.

Cabe mencionar que el texto deriva de las experiencias del autor
alolargo de las veces que ha impartido el curso en la Universidad
Autonoma de Chiapas (del 2011 al 2020); a lo largo de ese tiem-
po y de la interaccion con estudiantes, surgieron unas notas de
clases que han ido adecuandose segun las necesidades del grupo
hasta llegar a la forma actual, que pretende ser un libro de texto

para el curso.
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Es imposible crear un texto de célculo real sin hacer referencia a
las obras clasicas y esta no es la excepcion, el lector conocedor
podra ver la influencia de los textos de Apostol [2], de Foster [3]
(obra muy usada en Alemania) y por supuesto de la obra mun-
dialemnte reconocida de Spivak [6].

A coninuacion se describe brevemente el contenido de este tex-
to, que consta de tres partes, las dos primeras con dos capitulos

cada unay la tercera con tres.

La primera parte tiene en el primer capitulo un repaso axiomati-
co del campo de los nameros reales, las propiedades deben ser
conocidas al lector de sus cursos previos, teniendo por diferen-
cia la formalidad de la presentacion. Algo que lo distingue de las
obras de Apostol [2] y de Spivak [6] es que la lista de axiomas se
va dando por bloques tematicos, para que el lector aprecie que
consecuencias se derivan del correspondiente bloque de axio-
mas; esto prepara al estudiante en sus futuros cursos de algebra
moderna y andlisis matematico.

El segundo capitulo es el méas importante de la obra, pues es el
tema central en el que se basan muchas de las pruebas e ideas
de los capitulos subseceuntes; se aborda el tema de sucesiones
de numeros reales y se incluye una introduccion a la teoria de

series convergentes.

La segunda parte contiene un capitulo sobre limites de funcio-
nes reales de variable real y un siguiente capitulo de la toeria de

continuidad del mismo tipo de funciones. El capitulo de limites
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contiene las propiedades clasicas de limites y sus propiedades
aritméticas, poniendo énfasis tanto en la version ¢ — 6 como en
su version con limites de sucesiones. Algo importante a mencio-
nar es que se da un especial énfasis a los puntos de contacto de
subconjuntos de R para no tener la necesidad de considerar limi-
tes laterales.

El capitulo sobre teoria de funciones continuas se centra en el
comportamiento de funciones continuas sobre intervalos com-

pactos (intervalos cerrados).

La tercera parte aborda la derivabilidad y diferenciabilidad de
funciones reales. El primer capitulo de esta parte contiene los
conceptos y propiedades basicas de la derivabilidad sobre con-
juntos abiertos de R y tiene al final una seccion dedicada a de-
mostrar la equivalencia entre diferenciabilidad y derivabilidad,
cosa que muchas veces se pasa por alto.

El segundo capitulo de esta parte trata sobre las aplicaciones clasi-
cas de funciones derivables: andlisis de extremos locales y mono-
tonia; ademas contiene una seccién que complementa lo visto
anteriormente sobre la funcion exponencial y logaritmo.

El tercer capitulo concluye la obra con una aplicacién importan-
te de los teoremas de valor medio de Cauchy: La regla de L'Hopital

y sus variantes.
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Parte ]

Los numeros reales






Los axiomas de R.

Este capitulo incluye una presentacién axiomatica de los niime-
ros reales, asi como las demostraciones de las consecuencias im-
portantes que se derivan de estos axiomas. Se presupone que
el lector ha llevado algin curso de precalculo (introduccion al
célculo real), hallevado una introduccion al dlgebra y la aritméti-
ca, y esta familiarizado con téctinas de demostracion, como lo
es, por ejemplo, la induccion matematica; debe por tanto ver es-

te capitulo como un repaso formal de conceptos ya conocidos.

El enfoque de este capitulo es, en estructura, similar al presen-
teado en el capitulo 2 del libro [3] del aleman Otto Forster, pues
es mas conveniente dar los axiomas por grupos y derivar las con-
secuencias de cada grupo de modo individual; 1a diferencia prin-
cipal con la obra de Foster radica en como se presenta el axioma
de completezy el detalle en las pruebas, que aunque parezca pa-
ra algunos excesivos, es muy Uutil para los principiantes en el area
tedrica de las matematicas.



1.1. R ysugrupo de axiomas.

El conjunto de los nameros reales R se pensard conocido (esto es,
tendremos un conjunto de nuimeros ya dado) el cual esta dotado
con dos operaciones, una llamada suma o adicion y otra llamada

multiplicacion o producto; estas son funciones,

+RxR—R
RxR—R

las cuales satisfacen ciertos grupos de axiomas que precisaremos
mas adelante; podemos subdividir dichos grupos de axiomas del

siguiente modo:
I) Axiomas de grupo (aditivos).
[I) Axiomas de campo (multiplicativos).
III) Axiomas de orden.
IV) Axiomas de completez.

En las siguientes secciones se va a ir repasando dichos grupos
de axiomas. En cada seccionse presentara un grupo de axiomas
asi como sus consecuencias principales con sus correspondien-

tes demostraciones.

Antes de empezar con dicho repaso, se fijara algo de notacion. Se
escribird simplemente « + b para la imagen +(a, b) del par (a,b)
bajo la funcién suma, del mismo modo la imagen de dicho par
bajo el producto se escribira simplemente a - b 0 incluso ab en

lugar de -(a, b).

2



Capitulo 1. Los axiomas de R.

1.2. Axiomas de grupo.

Los axiomas de grupo son cuatro y son referentes a la operacion
suma, cualquier sistema de nameros (u objetos) que conste de
una sola operacion que satisfaga dichos axiomas es llamado gru-
po (esto se estudia de modo general y con mucha més profundi-
dad en los cursos de dlgebra moderna).

A continuacion se enlistan los axiomas de grupo.
Al) Leyasociativa: (z +y) + z =z + (y + 2), Vz,y,z € R.

A2) Ley conmutativa: x +y =y + z, Vx,y € R.

A3) Existencia de un neutro aditivo: Existe un elemento 0 € R tal
que:z +0 =z, Vr € R.

A4) Existencia de inversos aditivos (negativos): Para cada x € R
existe y € Rtalque x + y = 0.

Observacién. Aunque en A3) solo se pide que = + 0 = x también
se vale que 0+ = = z, esto es gracias a A2). Lo mismo para el caso
de A4), el y (que depende de x) satisface que x +y =y + = = 0.

Consecuencias de los axiomas de grupo.

A continuacion se dara una lista de consecuencias elementales
de los axiomas aditivos enlistados anteriormente; como se daran
las demostraciones de dichas consecuencias, estas se enuncian

como proposiciones.



Proposicion 1.2.1 (Unicidad de neutro e inversos aditivos) Res-

pecto al neutro y los inversos aditivos se valen:

a) El niimero 0 esta completamente determinado por la propie-

dad del axioma que lo define A3).

b) Elinverso aditivo de x € R estd también tinicamente determi-

nado por el axioma que lo define A4).

Demostracién: En ambos casos supondremos que existe otro ele-

mento con la misma funcion y veremos que se trata del mismo.

a)

b)

Sea 0/ € R tal que también satisface A3). Ahora bien
0=0+0=0

en donde en la primera igualdad se ha utilizado que (' satis-
face A3) y en la segunda, que es 0 el que satisface A3). Se con-
cluye por tanto que 0 = 0.

Sean x € Ry sean y;,y, € R inversos aditivos de z € R; se
quiere demostrar que y; = y». Se tiene la siguiente serie de
igualdades, en las que se ha puesto debajo del simbolo de la
igualdad (esto se hace frecuentemente a lo largo del texto) el
axioma que justifica su validez.

Yo=Y+ A4)y1+(€6+yz)m)(y1+x)+y2A4) + Y2 = Yo

1 pr—
A3) A3)

Se concluye por tanto que y; = y» y asi solo puede existir un

inverso aditivo para x.



Capitulo 1. Los axiomas de R.

Gracias a la propiedad anterior es posible utilizar una notacion
para el inverso aditivo de x, que dependa solo de x, sin miedo
a ambigiliedades sobre a qué inverso aditivo se refiere uno, pues
solo existe uno. A continuacion se fija dicha notacion.

Notacion.
m Al inverso aditivo de z se le denotara mediante —z.

= (Restas) Se escribird x — y para referirse a la suma
x + (—y) =a2(—y) + z. A esta nueva operacion se le llama

resta o diferencia.

Respecto a inversos aditivos se tienen las siguientes consecuen-

cias importantes, parte de la aritmética usual.

Proposicion 1.2.2 (Ley de los signos, version 1) Se tienen que:
a) Elinverso aditivo del neutro aditivo es él mismo: —0 = 0.

b) El inverso aditivo del inverso aditivo de un niimero es dicho

numero: —(—z) = xz Vzr € R.

Demostracién: Para a), 0 + (—0) = 0 pues —0 es inverso aditivo
de 0, también 0 + 0 = 0 pues 0 es neutro aditivo. Lo anterior dice
tanto —0 como 0 son ambos inversos aditivos de 0; ahora bien,
por la proposicion 1.2.1 se sabe que ese inverso es tnico y por lo
tanto —0 = 0.



Para b) se tiene

Al):c—ir[ x+ (—( x)]A4):c+ A3)x .

La siguiente consecuencia serd importante al momento de resol-

ver ecuaciones algebraicas.

Proposicion 1.2.3 (Ley de la cancelacién para sumas)

Siz,y,z € R satisfacen x + y = = + z entonces necesariamente

Y= z.
Demostracion: Se tiene
p— 0 p— —
Y +yA4)( T+T)+y

;)(—IE) + (7 +y)

(—x) + (x + 2)

hipétesis

=(—z+2)+z=0+2==z
Al) A4)

[l
Es importante tener a mano un ejemplo de un grupo que no sea
el de los niimeros usuales que uno conoce. En teoria de nimeros
y algebra moderna el lector analizara grupos particulares, aqui
solo se presentan para que el lector tenga la idea de que los axio-
mas vistos hasta ahora se satisfacen por otros tipos de objetos

ademas de los nimeros reales.
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

Ejemplo 1.2.1 (Los grupos C, yC3) . Cy es un grupo que consta

de dos elementos, {A,}. La tabla para la suma es la siguiente

O > |+
a > | >
> OO

El lector debe convencerse que el neutro aditivo aquies) =A y que
aqui x = —x para cualquier x € C,, debe verificar que se valen
todos los axiomas de grupo.

El grupo C5 consta de los elementos {R, A,0} y tiene la siguiente

tabla para la suma

O> W+
O> mn

mL> >
> W O 0O

El lector debe identificar que, por ejemplo, A= —[1.

Ejemplo 1.2.2 Se puede verificar (ejercicio) que (N, +) no es grupo
(no cumple A3)).

1.2.1. Ejercicios.

Ejercicio 1.2.1 Demuestre que para cualesquieraa,b € R se cum-
plen que:

" —(a+b)=—-a—0

m —(a—b)=—a+b.



1.3. Axiomas de campo.

A continuacidén se presentan los axiomas de la multiplicacion y
laley distributiva; estos axiomas juntos determinan la estructura

de campo de los nimeros reales.
M1) Ley asociativa: (zy)z = z(yz) Vz,y, z € R.
M?2) Ley conmutativa: xy = yx Vo,y € R.

M3) Existencia de un neutro multiplicativo: Existe un elemento
leR,1#£0,talque:z-1=xVer eR.

M4) Existencia de un inverso multiplicativo (reciprocos): Para
cada x # 0, existey € Rconzy = 1.

LD) Ley distributiva: z(y + 2) = zy + 2z Vz,y, 2z € R.

Debe observarse que a pesar de que los primeros cuatro axio-
mas son muy similares a los (también cuatro) axiomas de gru-
po, hay diferencias sutiles; por ejemplo el axioma M 3) exige que
1 # 0, esto hace que R conste de al menos dos nameros distintos
(mas adelante se vera que de hecho hay una infinidad de name-
ros reales). A diferencia del axioma A4), para el axioma A/4) solo
se tiene asegurado la existencia de inversos multiplicativos para
elementos = # 0.

La ley distributiva es un axioma que relaciona las dos operacio-
nes de R, la de la suma con la de la multiplicacion.

Consecuencias de los axiomas de campo.

Es claro que a consecuencia de M2) podriamos escribir en 1/3)

que lx = z1 = z y en M4) que un inverso multiplicativo y de
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

xr # 0 cumple zy = yr = 1. También la ley distributiva se puede
escribir como

(x+y)z =x2z+yzVe,y,z € R.

A continuacion se presentan unas consecuencias de este bloque
de axiomas. El lector debe ver la analogia tanto en el enuncia-
do como en la demostracion de algunas de estas con las de los

axiomas de grupos.

Proposicion 1.3.1 (Unicidad de neutro e inversos multiplicati-

vos) Respecto al neutro y los inversos multiplicativos se valen:

a) El neutro multiplicativo, 1 € R estd completamente determi-
nado por la propiedad M3) que lo define.

b) Elinverso multiplicativo de x # 0, esta determinado de mane-

ra tinica por el axioma M4) que lo define.

Demostraciéon: Dada la analogia con la demostracién de la pro-

posicion 1.2.1, la prueba aqui se escribe de modo compacto.

a) Sean 1,1’ € R, neutros multiplicativos en R, asi

1 =11 = 1.
M3)  M3)

b) Sean i, 1, inversos multiplicativos de = # 0. Tenemos

hn b yl(xyg) Ml)(yll‘)yz b Y2 Y2

) a3)

U
Esta propiedad permite fijar una notacion al inverso multiplica-
tivo de = # 0 que dependa solo de de =.



Notacion.

= Alinverso multiplicativo de = # 0 se le denotara por z~!.

= (Cocientes, division) Si y # 0 se denota por z/y o por 5 al

nimero z(y ).

Los cocientes = /y son también llamados fracciones, mds adelan-

te se trabajaran a detalle las propiedades de fracciones.
Proposicion 1.3.2 Para cada x € R se cumplen
a) r-0=0=0-=z.

b) El inverso aditivo de x es la multiplicacion de x por el inverso
aditivo del neutro multiplicativo, es decir
—r=(—1)z =xz(-1).

Demostracion: Para a) observe primero que de A3) tenemos que

0+ 0 = 0, asi que, usando esto, se tiene
z-0=2(0+0) =2-0+z-0. (1.1)
LD)
Ahora bien,
rz-0=2x-0+0
A3)
— 2.0 0+ (—2-0
A4):c +[z-0+4 (—x-0)]
;)[m-@—i—%-O]—F(—:U-O)(i)x-o—i-(—x-());)o.

Para b) basta mostrar que x + (—1)z = 0 por la unicidad de inver-

sos aditivos (proposicion 1.2.1). Ahora bien,

T+ (—1)[EM:3)1-95—|- (—)z =(1+(-1))r =0-2=0.

LD) Ad) a:)
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

Proposicion 1.3.3 Paraz # 0 se tiene que x~' es también distinto

de0 yademds (z~')~! = x.

1

Demostracion: Si se diera z—' = 0 entonces tendriamos que

l=aoxt=20=0
M4) hipé.

donde la ultima igualdad es por la proposicion 1.3.2; esto dice
que 1 = 0, lo cual esta en contradiccion con A 3). Esto termina
la argumentacion de que x~! # 0. La segunda parte es analoga al
caso aditivo: Observe que usando M4), para z~' y = respectiva-
mente, se tienen (z71)(z7!)~! = 1y (z7!)z = 1, lo cual muestra
que tanto (z~!)~! como x son inversos multiplicativos de z~!, por
la unicidad de inversos multiplicativos (proposicion 1.3.1) se tie-
ne entonces que (z ')~ = x. 0
Proposicion 1.3.4 (Ley de los signos) Para cualesquierax,y € R

sevale (—z)(—y) = zy.

Demostracién: Se tiene que

(=2)(=v)

[—(=2)]y = zy,

M1) proposicién 1.3.2

en donde en la dltima igualdad se ha usado la primera version de

la regla de los signos (proposicion 1.2.2). a

También en este caso se tiene una ley de cancelacion.

Proposicion 1.3.5 (Ley de cancelacién para productos) Six # 0

y se vale xy = xz entonces necesariamentey = z.
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La demostracion del enunciado anterior es anédloga a la de la ley
de la cancelacion para la suma, por lo que se dejara como ejerci-
cio al lector.

Con ambas leyes de cancelacion es posible resolver ecuaciones

lineales, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1 (Existencia y unicidad de soluciones para ecua-
ciones lineales) Sean a,b,c € R cona # 0. La ecuacion algebraica
ar + b = c tiene una tinica solucién dada por xo = <.
Demostracién: Unicidad. Suponga que z; y x2 son dos solucio-
nes para la ecuacion dada. Se tiene entonces que ax; +b = ¢ =
axry + b, yde az, + b = axs + bylaley dela cancelacion aditiva se
sigue que ar; = axy, pero entonces aplicando la ley de cancela-
cion para productos, ya que a # 0, se concluye que z; = z,.
Existencia. Esta parte es facil, pues el teorema dice quién debe
ser la solucidn, a saber zy = (¢ — b)/a = a~!(c — b). Se debe por
tanto realizar las operaciones de ax( + by verificar que el resulta-
do es ¢, en efecto:

azxo+b=ala"*(c—b)] + bM:D[aa_l](c —b)+0

=1lc=b)+b=(c=b+b=c+(-b+b) =c+0=c
M4) M3) A1) A4) A

U
El siguiente teorema es importante pues dice en particular que R

es libre de divisores de cero.

Teorema 1.3.2 Para x,y € R se tiene: xy = 0 siy solosiz = 0 o

y = 0.

12



Capitulo 1. Los axiomas de R.

Demostracién: =] Suponga que xy = 0. Se quiere argumentar
quez = 06y = 0.Siz = 0 no hay nada que hacer, asi que se
puede suponer que x # 0y demostrar entonces que y = 0. Ahora
bien, se tiene que xy = 20 pues ambos lados son iguales a 0. Co-
mo = # 0 se puede aplicar laley de la cancelacion para productos
y concluir de zy = 20 que y = 0.

[«<] Siz = 0 0y = 0 entonces claramente se tiene 2y = 0 por la
proposicion 1.3.2. 0

Proposicion 1.3.6 Six,y € R son ambos distintos de cero entoces
1

(zy)~t =271y~
En el resultado anterior tiene sentido escribir (zy)~! pues xy # 0
segin la proposicién previa. La prueba es consecuencia de la
unicidad de los inversos multiplicaivos y se deja como ejercicio

al lector.

Antes de continuar con las consecuencias de los axiomas, se quie-
re enfatizar que se tienen dos elementos distinguidos en R, el 0
y el 1. Este es buen momento para introducir los siguientes con-

juntos importantes, el de los naturales N y el de los enteros Z.

Notacion. Se escribe 2 en lugar de 1 + 1, de modo similar 3 :=
2+1=(141)+1,4:=3+1, etc. y el conjunto de estos numeros,
llamados ntimeros naturales, se denota por N,

N:={1,2,3,---}.

El conjunto que consta del 0, de los nimeros naturales y de sus

inversos aditivos, se llama el conjunto de nameros enteros y se
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denota por Z, estoes Z := {0, —1,1,—2,2,—-3,3,--- }.

En este punto es conveniente que el lector se convenza de que
puede argumentar formalmente algunos de los resultados que
conocia desde su educacion basica, por ejemplo, puede conven-
cerse de que efectivamente (con las definiciones y convenciones
tomadas aqui) es cierto que 2 - 2 = 4. En efecto

2.2=2(1+1) =242=24+(14+1)=2+1)+1=3+1=4.
def. LD) def. Al) def def.

Se recomienda en este punto resolver el problema 1.3.1. Después
de esto el lector puede utilizar este tipo de aritmética sin tener

que dar justificaciones.

1.3.1. Pontencias enteras.

Se han visto hasta ahora los dos primeros bloques de axiomas de
R, los aditivos (de grupo) y los multiplicativos (de campo). Estos
son los mas importantes en cuanto a aritmética se refiere. Las
potencias son parte importante de la aritmética de un campo. A

continuacion se empieza tratando el caso natural.

Definicion 1.3.1 Parax € R yn € N se define la pontencia n-
ésima de x, denotada x™, de modo recursivo como sigue: x' := x y
si ya se tiene definido x" entonces

Un resultado importante sobre potencias son las siguientes, lla-
madas leyes de exponentes.

Proposicion 1.3.7 Parax € R y cualesquieran, m € N se valen

14



Capitulo 1. Los axiomas de R.

m "y" = (zy)" para cualquier y € R.

Demostracién: Se probard la primera igualdad usando induc-
cion matematica. Fijando n € N, la induccion sera sobre m; se
probara entonces que z"x™ = """,

B.I. [m = 1]. Se tiene

xnxm — xnxl — xn+1 — xn+m.
def.

PI. [m = m + 1]. Tenemos

xnxm+l — .Z'n<£L'm£L'1) — (.Z’n.%m)CCl
def. M1)

_ $n+mxl _ x(n+m)+1 _ $n+(m+1)‘

H.I def. Al)

Esto termina la prueba de la primera igualdad. La demostracion
de las otras es similar, la segunda requiere de la primera (que se

acaba de demostrar). Se dejan ambas pruebas al lector. -

Proposicion 1.3.8 Seax # 0. Paran, m € N se tiene

"™ sin > m,

— =41 sin=m,

xm—l_n sin < m.

Demostracién: El caso n = m es trivial y los otros dos casos son

analogos, se probara por tanto solo el caso n < m. Suponga en-

tonces quen < myseak € Ntal que m = n+k. Se tiene entonces
x’I’L

R n my—1 _ n\ (.1 .k1—1
L™ def. frac t )<:U Prop.1.3.7 v )[x v ]
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1 1

o n n\—1 kN—1 __ ky—1 __ —
M—l)[(m )(z") " ](z") Aﬁ)l(«f i —

U
La proposicion siguiente permite extender la definicion de po-

tencias a exponentes negativos.

Proposicion 1.3.9 Sea = # 0. Paran € N se tiene que x™ # 0y
ademds que (z")~' = (z71)".

En la proposicion anterior, la prueba puede hacerse por induc-
cion en ambos casos, dichas pruebas se dejan al lector. La prueba
de la primera afirmacion usa la definicion recursiva de potencias
y la proposicién 1.3.2, la prueba de la igualdad (z")~! = (z7')"
usa la proposicion 1.3.6.

Definiciéon 1.3.2 Sea x # 0. Paran € N se denotard por x~" al
valor comun (z=')" = (2")~'. También adoptara la convencion

de que x° := 1.

Debe hacerse énfasis en que sdlo tiene sentido z° al igual que
r~", n € N, para cuando = # 0. Dado que " = (z")~! se tiene
en particular que

n,.—n 1= {L‘O — xn—&—(—n)’

lo cual muestra que se vale una de la leyes de los exponentes en
este caso, aliin cuando —n no es natural. Con esta terminologia,
la proposicion 1.3.8 se puede escribir, en todos los casos, simple-

mente como z" /2™ = 2"~ . De hecho las leyes de los exponentes
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

se extienden de modo compatible a los casos negativos y cero,
esto se enuncia a continuacion y la prueba (que tiene muchos

casos) se deja como practica al lector (haga algunos casos).

Proposicion 1.3.10 (Leyes de exponentes) Sean x,y € R y sean

n,m € Z. Se valen las siguientes afirmaciones.

m

a) M =", d) L = gmn,

xn

b) (z™m)" = z™". e) x™"=1/a".
c) z"y" = (xy)*. f) 2" =1/x7".
Debe tomarse en cuenta que x # 0 oy # 0 si alguno de los expo-

nentes involucrados es 0 o negativo, o bien aparece como parte de
un denominador.

En capitulos posteriores se abordara el caso de exponentes racio-
nales y se verd que de hecho pueden definirse exponentes reales
en general.

Antes de pasar al siguiente bloque de axiomas, sera bueno hablar

un poco de fracciones.

1.3.2. Sobre fracciones.

Para y # 0 se ha definido z/y como el producto z(y~!). Es por
esto que se tiene directamente que y/y = y(y™') = 1y0/y =
O(y~!) =0.

Sumar fracciones con el mismo denominador es facil como lo

muestra el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.11 Seanz,y,z € R cony # 0. Se tiene que

r z x+=z

y oy Y

17



Demostracion: Se tiene que

Ty =) ) Sl == =

Como el lector podra darse cuenta, de la demostracion de la pro-
posicion anterior y de los comentarios previos a ella, las propie-
dades de fracciones pueden verificarse de modo muy sencillo.
Se deja por lo tanto la demostracion de la siguiente proposicion
como un ejercicio, en dicha proposicién se resume lo anterior y

algunas de las principales propiedades de fracciones.

Proposicion 1.3.12 (Propiedades aritméticas de fracciones) Sean

z,y, 2, t,u € Rendondey, z # 0. Sevale cada una de las siguientes

afirmaciones.
+1t = 4yt ,
@ 0fy = 0y tambien® "IV = TuEyD)/ ()
siu # 0.
y/y = 1.

P (x/y)(u/z) = ru/yz.

g Si v # 0 entonces

b) zz/yz = z/y.

o x/(-y) = —(z/y)

(~a)/y. e
_ h) (z/y)/(u/z) = zz/yu
a) x/yEt/y=(xr£t)/y. (ley del sandwich).

Para concluir esta seccion, se quiere mencionar que las fraccio-
nes x/y para el caso en que tanto x como y son enteros (y re-
cuerde siempre, y # 0) son llamadas por la gente comtiinmente
quebrados; l1os matematicos prefieren llamar a dichas fracciones

numeros racionales.
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

Notacion.

El conjunto de nimeros racionales se denota por Q, es decir

Q::{%:n,meZ,m#O}.

1.3.3. Ejercicios.

Ejercicio 1.3.1 Verifique las siguientes operaciones:
= 3(2) =6y2(5) = 10.
= (-3)(3) = -9y (2)(~4) = 8.
» 2x =z + x para cualquier x € R.

Ejercicio 1.3.2 El objetivo de este ejercicio es ver la utilidad de pe-
dir en el axioma M3) que 1 # 0. Muestre que si 1 = 0 entonces el
conjuntoR constaria de un solo elemento, de modo preciso mues-
tre que se tendria que x = 1 para cualquier x € R.

Ejercicio 1.3.3 Demuestre la proposicion 1.3.6.

Ejercicio 1.3.4 Complete los detalles de la prueba de la proposi-

cion 1.3.9 (comentarios debajo del enunciado de la proposicion).

Ejercicio 1.3.5 Elija un par de casos, de la proposicion 1.3.10 y
demuéstrelos; algunos se pueden demostrar con induccion y otros

como consecuencia de los anteriores.
Ejercicio 1.3.6 Muestre que siz/y = 0 entonces z = 0.

Ejercicio 1.3.7 Muestre que los grupos Cy y Cs son campos cuan-

do se agrega la correspondiente multiplicacion dada abajo.
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Se recomienda que el lector observe que en Cy se cumple1l = Oy
que en C; se tienel =A, y que en C, se tiene2 = 0 y en Cs que
243 =1 (noolvideque2 :=1+1).

Estos campos son denotados por Fy yF5 respectivamente.

Ejercicio 1.3.8 Demuestre que sin, m son niimeros naturales en-
toncesn + m y nm son también ntimeros naturales. ;EsN un gru-
po? ;Es 7 un grupo, un campo?

Ejercicio 1.3.9 Demuestre que para cualesquieraa,b € R se valen

cada una de las siguientes:
» (a+0)* = a®+ 2ab+ b2
n (a+Db)(a—0b)=a*—0b
m (a—b)?=a®— 2ab+ 1.

Recuerde utilizar la axiomdtica de R para justificar sus pasos y no
dejar ningtin paso sin argumentar.

Ejercicio 1.3.10 Demuestre que (1 — z)(1 +x + 2> + -+ + 2") =

1 — .%’n_H.
Ejercicio 1.3.11 Generalice el ejercicio anterior mostrando que
a"=b"=(a—b)(a" " +a" b+ a" 0+ ab" P+ V)
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

Ejercicio 1.3.12 Utilice el teorema sobre propiedades aritméticas
de fracciones para conlcuir que la suma y el producto de niimeros

racionales es nuevamente racional. Concluya que Q es un campo.

Ejercicio 1.3.13 Demuestre que las fracciones a/b y x|y represen-
tan al mismo numero real si y solo siay = bz.

Ejercicio 1.3.14 Seanr € Q yx € R — Q. Demuestre cada una de

las siguientes afirmaciones:
= 1+ r esirracional.

» 2! esirracional y sir # 0 entonces rx es también irracional.

Ejercicio 1.3.15 Seax € R—Q yseanc,d € Q. Muestreque sicyd
no son cero al mismo tiempo (i.e. al menos uno de ellos no es cero)
entonces cx + d # 0.

Ejercicio 1.3.16 Sean a,b,c,d € Q yseax € R — Q. Suponga que
ab — cd # 0. Muestre cada una de las siguientes afirmaciones.

a) cx+d#0yasiy := (ax + b)/(cx + d) esta bien definido.
b) y # 0 yde hechocy — a # 0.
c) x=(—dy+0b)/(cy —a)yportantoy € R — Q.

Sugerencia: Para a) y la primera parte de b) usar el ejercicio 1.3.15.
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1.4. Axiomas de orden

El conjunto de nimeros reales es un campo como se ha visto,
pero es un campo ordenado. A continuacion se precisa qué se

entiende con esto.

Se esta suponiendo que en R hay ciertos elementos marcados (o
distinguidos) llamados positivos. El conjunto de nimeros posi-
tivos se denotara por R, y se supondra que sus elementos satis-

facen los siguientes cuatro axiomas, llamados axiomas de orden.

O1) Tricotomia: Para todo namero = € R se cumple unay sola-

mente una de las siguientes: t € R,z =0, —z € R,.

02) Cerradura de positivos bajo la suma: Si z,y € R, entonces
T+ Y I~ R+.

03) Cerradura de positivos bajo el producto: z,y € R, entonces

(PBO) Principio del buen orden: Todo subconjunto no vacio de
N posee un elemento minimo.

El altimo de estos axiomas requiere que se aclare el significado
de minimo. Sin embargo, esto se deja para después y se comienza
ahora analizando consecuencias que se desprenden de los pri-

meros tres axiomas.

1.4.1. Consecuencias de los axiomas O1) a 03).

Para hacer mas intuitivo el lenguaje en esta parte, se escribira fre-

cuentemente z > 0 enlugar de = € R, el lector debe estar atento
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

y no olvidar que el simbolo > es solo otra manera de representar

la pertenencia al conjunto R, .

Notacién.
Para z,y € R se escribird z > y en caso de que z — y > 0 (i.e. que

Observe que si x € R, yy = 0 entonces esta notacion es con-
gruente con x > 0 del parrafo previo. A continuacion se presenta

una proposicion que extiende al axioma O1) de tricotomia.

Proposicion 1.4.1 (Tricotomia) Parazx,y € R se vale exactamen-

te una de las siguientes: x >y, x =y 0y > .

recta de tal modo que se supere al segmento mayor.

Demostraciéon: Considere el numero d := x — y. Usando O1) se
sabe que se vale exactamente una de entred > 0,d =006 —d > 0.
El caso d > 0 significa precisamente que = > y (definicion del
simbolo >); el caso d = 0 se traduce (al sumar a ambos lados de
la igualdad y) a y = =z; por ultimo, el caso —d > 0 significa que
—(z —y) > 0. Ahora bien, enestecasoy —x = —(x —y) = —d > 0,

es decir y > z (observe que se ha usado el ejercicio 1.2.1). -

Es costumbre usar varios simbolos de orden, en la siguiente de-

finicion se enlistan algunos de estos.
Definiciéon 1.4.1 Seanz,y € R.
m 1 < ysignificay >z (i.e.y —x € Ry).
w1 <y significa quex > y es falso.
m 1 >y significay < z.
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Estas relaciones son llamadas desigualdades.

Se ha optado por escribir el segundo punto como una negacion
para enfatizar que de la tricotomia es inicamente un caso el que
queda excluido, es decir, si + < y entonces puede darse alguno

dex=yoy >z

La propiedad de tricotomia permite que sea posible definir maxi-

mos y minimos.

Definicion 1.4.2 Seanx,y € R numeros dados. Se definen el mdxi-

mo y el minimo de x ey respectivamente mediante

) rsiz >y, ) xsiz <y,
max{z,y} := min{z,y} :=
Yy en otro caso, Yy en otro caso.

De modo mas general, para una cantidad finita de ntimeros reales
T1,Ta, -, T, € R sedefine su mdximo y su minimo de modo re-
cursivo con lo anterior y

max{xy, e, - ,x,} = max {zy, max{zy, -+ ,T,}},
min{zy, 9, -, T, } := min {x;, min{zy, -+ ,z,}}
Hasta ahora se han definido minimos para conjuntos finitos de
numeros reales. Para conjuntos infinitos (que es el caso general
que se necesita en el PBO, por ejemplo) hay que trabajar un poco

mas, por eso se deja este tema por ahora y se continda con el
analisis de las consecuencias de los primeros axiomas de orden.

Proposicion 1.4.2 Se valen las siguientes.
a) Transitividad: Six < y,y < z entoncest < z.
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

b) Invarianza bajo traslaciones: Si x < y entoncesa +x < a+vy

para cualquier a € R.
¢) Propiedad de reflexion: Si x < y entonces —x > —y.

Las propiedades andlogas se valen si se sustituyen todos los simbo-
los < de un enunciado anterior por alguno de <, > 0 >; en el ulti-
mo caso debe cambiarse también > por el correspondiente simbo-
lo reflejado <.

Demostracioén: a) La hipotesis significa que y — z > 0y que
z —y > 0. Usando el axioma O2) se tiene que (y —x)+ (2 —y) > 0;
ahora bien

O<(—z+y)+(—y+2)=—-ax+[y+(—y+2)]

Al)
;)—H[(y—y)JrZ]
=—24+[0+2] = —x+z,
A4) A3)

como 0 < z — x sesiguez < z.

b) Se tiene que y — = > 0. Ahora bien

(at+y)—(a+z) = y+a—(a+z) y+la+(—a—x)

A2)y Al) Ejer. 1.2.1

;)y—f—[(a—a)—x]:y+[0—$]:y_x>0'

Se ha mostrado que (a+y) — (a+x) > 0, es decir que a+z < a+vy.
c) Trivial: (—z) — (—y) = —r +y = y — x > 0. La primera igualdad

ha usado la proposicion 1.2.2. u

Gracias a la invarianza bajo traslaciones es posible sumar de-
sigualdades del mismo tipo miembro a miembro como lo mues-

tra el siguiente colorario.
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Corolario 1.4.1 Sia <byx < yentoncesa+x <b+y.
Enunciados anadlogos son vdalidos si se cambia todos los < por al-

gunode<,>o0>.

Demostracién: Usando la invarianza bajo traslaciones (proposi-
cién 1.4.2) en = < y, trasladando con «, se obtiene que a + = <
a + y. Aplicando nuevamente la invariaza bajo traslaciones, pero
ahora a la desigualdad a < by trasladando con y, se tiene que
a+y < b+ y. Valen entonces ambas desigualdades a + = < a +y
ya+y < b+ y, asi que por la transitividad, «) de la proposiciéon

1.4.2,sesigueque z +a < b+ y. O

Los resultados anteriores muestran que la suma se comporta bien
con las desigualdades. Para el caso de productos hay que ser mas

cuidadoso pues no todas las desigualdes se mantienen.

Proposicion 1.4.3 Se tienen los siguientes enunciados.

a) Seanx < yya # 0. Se tiene entonces que

® ax < ay Sia > 0, pero

m ar >aysia<O0.

b) Si0 <a<by0 <z <y entoncesaxr < by. Consecuentemente
para0 < x <yyn € N setiene quez"™ < y".

Demostracién: «) Ambos casos son una reformulacion de la ce-
rradurada de los positivos bajo el producto, se probara solo el
caso a < 0 por lo tanto. x < y significaquey —x > 0ya < 0im-
plica de la propiedad de reflexion (proposicion 1.4.2) que —a > 0.
Ahora bien, aplicando el axioma O3) ay — z y a —a se tiene que

0<—aly—o)=—ay+(—a)(—x) = —ay+ax

Prop. 1.3.4
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

es decir, ax > ay.

b) La segunda parte de esta afirmacion es simplemente induc-
cion con base inductiva en la primera afirmacion. Para la pri-
mera parte, si en alguno de los simbolos < involucrados se da
la igualdad entonces, por la proposicién 1.3.2, se tiene ax = 0; en
este caso by > 0 = az, (por el axioma 02)) y habriamos acabado.
Supongamos por tanto que 0 < a < by0 < z < y. Usando la par-
te a) dos veces, unavezconz < y,a > 0yotracona < byy > 0,
se tiene que ax < ay, ay < by, con lo cual, por transitividad, se

tiene ax < by. 0

Debe observarse que hasta ahora lo tinico que se sabe de R,
son sus axiomas, 1o se ha exhibido un elemento explicito de este
conjunto. El siguiente resultado da ejemplos de muchos elemen-
tosdeR,.

Teorema 1.4.1 Parax # 0 se tiene que x> > 0; consecuentemente
1>0.

Demostracion: La segunda afirmacion es trivial del hecho que
1 # 0 (por el axioma M3)) y que claramente de M4) se tiene
1 = 12. Mostremos entonces la primera parte. Sea x # 0. Por
el axioma de tricotomia O1) se tiene que se da alguno de = > 0
o —z > 0.Siz > 0 entonces por O3) (cerradura de los positivos
bajo el producto) se tiene que z*> = x - x > 0. Si —z > 0 entonces
por la propiedad de reflexion de desigualdades se tiene = < 0 asi
que, usando la proposicion 1.4.3, se tieneque x -z > z - 0 = 0,

esto es 22 > 0. Esto concluye la demostracion. .

Con este resultado se puede probar lo siguiente.

Proposicion 1.4.4 Sean x,y € R distintos de0. Se tienen:
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a) x> 0siysolosiz™ > 0.

b) 0<z<ysiysolosiz™ >yt >0.

Demostracién: a) Dado que (z~!)~! = x bastara probar tinica-
mente una direccién. Suponga entonces que = > 0. Por el teore-
ma 1.4.1 se tiene que 2 = (z~')? > 0, usando ahora la cerradura
de los positivos bajo el productose tiene que z 7' =z - 272 > 0.

b) Al igual que antes, basta probar solo una direccion. Sean z,y
tales que 0 < = < y. Se tiene que xy > 0, por el axioma 03),
asi usando a) se tiene que (zy)~' = z7!'y~! > 0, usando ahora la
proposicion 1.4.3 se obtiene z(z 'y~ ') < y(z~'y~!), la cual, des-
pués de realizar las operaciones aritméticas necesarias, se reduce
ay ' <al. B
Los dos resultados anteriores, son consecuencias muy importan-
tes de los primeros tres axiomas de orden, de hecho con estos
axiomas se puede en efecto, ordenar a los nameros reales y ver
que estos se pueden disponer en una linea recta, que es como se
les acostumbra representar. Primero que nada, el teorema 1.4.1
dice que 1 > 0. Se puede trasladar esta desigualdad con 1 y asi
obtener que 1 < 2, nuevamente al trasladar con 1 se obtiene que

2 < 3; continuando este proceso se obtiene
0<l<2<3<-<n<n+1l<n+2<---

Ahora bien, usando la propiedad de reflexion (proposicion 1.4.2)

a las desigualdades anteriores se tiene que
0>-1>-2>-3>--->-n>-n—-1>-n—-2>-..

28



Capitulo 1. Los axiomas de R.

Esto muestra como estan ordenados los enteros entre si. En re-

sumen, se tiene
<3< 2<-1<0<1I<2<3 <

;Como se encuentran posicionados los racionales? Por ejemplo,
;donde esta 1/2? Debe observarse que 0 < 1 < 2 asi que, utlizan-
do la proposicion 1.4.4, se obtiene 0 < 1/2 < 1/1 = 1, porlo tanto
la respuesta es entre el 0 y el 1. Similarmente, ;donde esté el 1/3?
Pues 0 < 2 < 3 asi que por proposicion 1.4.4 nuevamente se tiene
que 0 < 1/3 < 1/2. Agregando que 1/2 < 1y usando la propiedad
de reflexion en las consideraciones anteriores, se tiene que
~~-<—3<—2<—1<—%<—%<0<%<%<1<2<3<---

En este punto se recomienda al lector resolver el problema 1.4.1.
También se tiene el siguiente resultado, el cual es una conse-

cuencia de la proposicon 1.4.3 y se deja como ejercicio al lector.

Proposicion 1.4.5 Sean a,b,z,y € R conb,y € R,. Se tiene que
a/b < z/ysiysolosiay < bz.

En la proposicién anterior, la condiciéon b > 0, y > 0 no represen-
ta una restriccion, pues siempre se puede lograr esto segun c) de
la proposicion 1.3.12. Este resultado le ayudara al lector a situar
los racionales en el lugar correcto (en donde sabe que deberian
estar posicionados).

Se ha dibujado a continuacion la recta real, situando 2/5 en ella,

el lector debe verificar que esta fraccion esta bien situada.
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El hecho que la recta real se dibuje normalmente de modo hori-
zontal o vertical, con los positivos a la derecha o arriba respecti-
vamente, es pura convencion y comodidad, realmente se podria
dibujar larecta en forma diagonal, situar al 0 y elegir un lado para
los positivos y el otro para los negativos.

1.4.2. Valor absoulto.

Una de las ventajas de los axiomas de orden es que permiten de-
finir la funcion de valor absoluto. Esta funcion es de suma im-
portancia en el célculo diferencial pues sera la manera de medir

cercania entre nuimeros.

Definicion 1.4.3 Para x € R se define el valor absoluto de = me-

diante |x| :== max{x, —z}.
De la definicion de maximo para dos nameros se desprende que

xr six >0,
2| = ,
—x Slx < 0.

Se tienen de hecho las siguientes observaciones, cuyas pruebas
son inmediatas de la definicion.

= [0 =0yl =1.
» |x| =|—z| pues —(—x) = z.
» |z| > +z paratodax € R.

Proposicion 1.4.6 Elvalor absoluto deR posee las siguientes pro-
piedades:
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

a) Paratodax € R se tiene |x| > 0 y también: |z| = 0 < z = 0.

b) Multiplicatividad: |xy| = |z|ly| Vz,y € R.

¢) Desigualdad del triangulo: |z + y| < |z| + |y| Vz,y € R.

Demostracion:

a)

b)

c)

Por el axioma de tricotomia solo existen tres posibles casos:
x=0,x>0y—z>0.8Siz >0, |z| =z si —z > 0 entonces
|z| = —z > 0y por ultimo, si = 0 entonces |z| = 0. Se puede
ver que de entre estos casos el inico en que |z| = 0 es cuando

x = 0, en otro caso se tiene |x| > 0.

Primero se tratara el siguiente caso especial: + > 0, y > 0.
En este caso |z| = z, |y] = y y xzy > 0 por la cerradura de
los positivos bajo el producto (axioma 03)), asi |z||ly| = zy =
|zy| y la igualdad es cierta en este caso. Ahora se vera el caso
general; para esto se escribe x = +xg, y = tyoconzy > 0y
yo > 0. Se tiene entonces

lzy| = [(£20)(Ey0)| = | £ zoyo| = |Tovo| = |2ol|vo| = |2||y|.

Se sabe por observaciones previas que = < |z| yy < |y|; por el
corolario 1.4.1 se sigue que z+y < |z|+ |y|. También —z < |z|,
—y < |y| con lo cual, nuevamente usando el corolario 1.4.1 se
tiene que —(z +vy) = —x —y < |z|+ |y|. Ahora bien, lo anterior
dice que |z| + |y| es mayor igual tanto a = + y como a —(x + y)
y como |z + y| = max{z + y, —(z + y)} se tiene entonces por
transitividad que |z| + |y| > |z + y].
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La demostracion de la parte b) en la proposicion anterior fue ex-
traida del libro de Foster [3, Satz 1].
La desigualdad del tridngulo tiene otras presentaciones equiva-

lentes que se dan ahora como consecuencia de lo anterior.
Corolario 1.4.2 Parax,y € R arbitrarios se valen:

a) |z| = |yl < |z —yl,

b) |z — |yl < |z +yl.

Demostracién:

a) © = (xr —y) + y y asi usando la desigualdad del tridngulo se
obtiene que |z| < |(z —y)| + |y| de donde, al trasladar con —|y|
se sigue que |z| — |y| < |z — y|.

b) Basta usar a) parazy —y con el hecho que |y| = | — y|:

|1‘|—|y|=|$|—|—y|§)!$—(—y)|=|x+y|-

1.4.3. Un par de desigualdades ttiles

Se ha visto hasta ahora una desigualdad importante, la desigual-
dad del triangulo. A continuacion se vera un par de desigualda-

des que son ttiles en ciertas aplicaciones.

La siguiente desigualdad es ttil al derivar una desigualdad entre
la media geométrica y la media aritmética, esa involucra radica-

les, los cuales se estudiaran mas adelante.
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Proposicion 1.4.7 Para cualesquiera dos niimerosz,y € R secum-
ple que

Demostracién: Por el teorema 1.4.1 se tiene que (z — y)? > 0.
Usando el problema 1.3.9 se tiene que 0 < (z—y)? = 22 —2zy+17?,
de donde al trasladar con 2zy (invarianza bajo traslaciones, pro-
posicion 1.4.2) se obtiene que 2zy < z? + y%. Por ultimo basta
utilizar la proposicion 1.4.3 sobre la desigualdad anterior multi-

plicando por el positivo 1/2 > 0. 0

Otra desigualdad muy usada en la practica es la desigualdad de
Bernoulli, que se da a continuacion.

Proposicién 1.4.8 (Desigualdad de Bernoulli) Sear > —1. Para
cadan € N se cumple que

l+ne<(142z)"

Demostracion: La demostracion se hara por inducciéon sobre n.

B.I. [n = 1]. Aqui se da incluso la igualdad:
l+nz=1+lz=1+2=(1+2)"

PL. [n = n + 1]. Comon € Ny ? > 0 (proposicion 1.4.1) se
tiene del axioma O3) que nz? > 0, con esto

I+ (n+1)z < 1+ ((n+1x+ns?

Prop. 1.4.1

=1+nz+a+nr*=(1+nz)(1+)
L.D.

< (I+a)(l+a) =1 +a)",
H.I.yprop.1.4.3
en la ultima desigualdad se ha usado que 1 + = > 0. Lo anterior
demuestra que efectivamente 1 + (n + 1)z < (1 4+ x)". 0
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1.4.4. Sobre el principio del buen orden.

Se ha definido ya el minimo y el maximo de una cantidad finita
de numeros reales (def. 1.4.2). Para conjuntos infinitos es posible
que no existan maximos ni minimos. Esto sera tema de la seccion
dedicada al axioma de completez; aqui se requiere sin embargo,
el concepto de minimo un poco mas general que el visto has-
ta ahora, pues es parte de lo que ahora trabajaremos, el ultimo
axioma de orden: el principio del buen orden (que se abrevia de

ahroa en adelante como PBO).

Definicion 1.4.4 Sea S # 0, S C R. Se dice que m € R es un
elemento minimo para S si

mmeSy

» m < sparatodos € S.

Como se menciona anteriormente, el PBO dice que fodo subcon-
junto no vacio deN posee un elemento minimo.

Con el PBO es posible demostrar que algunos elementos en R no
son racionales. A manera de ejemplo, si se supone por lo pronto
que existe un namero x > 0 tal que 2> = 2 (su existencia se vera
cuando se haya visto el axioma de completez), dicho namero se
denotard por /2.

Se usara a contiuacion el PBO para ver que (proposicion 1.4.9)
V2 ¢ Q, la demostracion esta basada en la que se da en el libro
[4, pag. 5] (libro con ejemplos interesantes para el dlgebra y la

teoria de nimeros sobre del PBO).
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Antes de enunciar y probar el resultado de que el nimero /2 no
es racional se necesitara, como paso previo, saber donde esta si-
tuado tal elemento en la recta real, esto es justo lo que dice el

siguiente lema.
Lema 1.4.1 Se cumple quel < /2 < 2.

Demostracién: Se deben de probar dos desigualdades: 1 < V2
y V2 < 2.Se comenzard probando que 1 < /2. Si esto no fuera
cierto, se tendria 0 < v/2 < 1 de donde por la proposicion 1.4.3 se
tendria que 2 < 1, lo cual es falso, por lo tanto 1 < V2. De modo

similar se argumenta que V2 <2 (verifiquelo). O

Proposicion 1.4.9 Elniimero /2 es irracional, es decir es un niime-

ro real el cual no es racional.

Demostracién: Procediendo por contradiccion, si se supone que
existen p,q € Z tales que v2 = p/q, por c) de la proposicion
1.3.12, es posible tomar ¢ € N, por esto el conjunto siguiente es
no vacio:

D= {nEN:n\@EZ}.

Se ha llamado D al conjunto anterior pues representa a los de-
nominadores posibles. Por el PBO debe existir ny € D elemento
minimo. Del lema anterior se sabe que 1 < v/2 < 2y asi multipli-

cando por el positivo n, se tiene que
ne < noV2 < no(2) = ng + ng

de donde al trasladar con —n, se obtiene que 0 < n9v/2 —ng < ng.
Esto dice que el positivo my := ngv/2 — ny €s menor al minimo

no del conjunto D, por lo tanto no puede pertencer a D, se tiene
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entonces que m, ¢ D por un lado, pero como se vera a continua-

cion my > 0 satisface mq € D; en efecto:
TTLQ\/§ = (no\/é — TLQ)\/§ = 2710 — Tlo\/é

donde el nimero del lado derecho es entero al ser suma de dos
enteros. Lo anterior muestra que m, € D. Se ha llegado a una
contradiccién, por lo tanto la hipétesis de que v/2 € Q tiene que

ser falsa. -

1.4.5. Ejercicios.

Ejercicio 1.4.1 Encuentre en donde se sitiian los siguientes niime-

ros en la recta real.
= 1/5y—1/7,
= —3/4y7/3.

Ejercicio 1.4.2 Sean a < b numeros reales. Demuestre que
a<(a+b)/2<b.

Ejercicio 1.4.3 Sean a; < by, ay < by, -+ ,a, < b,. Utilice induc-

cion para demostrar las siguientes afirmaciones:

@) ay+ay+ -+ a, <b+by+ -+ b,

b) Sia; > 0 para toda j entonces aias - - - a, < biby -+ b,.
Ejercicio 1.4.4 Seaa > 0 un numero dado. Muestre que:
a) Sia < 1 entoncesa™™' < a" < 1 para todan € N.

b) Sia > 1 entoncesa™™' > a™ > 1 para todan € N.
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Ejercicio 1.4.5 Sean a yb dos niimeros reales con la siguiente pro-
piedad: Para cadac > 0 se tiene la desigualdad a < b+c. Demues-
trequea < b.

Sugerencia: Tricotomia.
Ejercicio 1.4.6 Demuestre la proposicion 1.4.5.

Ejercicio 1.4.7 Muestre que para a,b € R se cumple que ab > 0 si

y solo si se cumple uno de los siguientes:
= a, b€ R, 0bien
5 —aq, —b € R+.

Ejercicio 1.4.8 Encuentretodos los niimeros reales x para los cua-
les se satisface:
(x—1)(z+3)>0.

Ejercicio 1.4.9 Resuelva la siguiente desigualdad: %—l— ﬁ > (.

Ejercicio 1.4.10 Muestre que para(0 < a < b se tiene que
1/(2b) <1/(a+0b) <1/(2a).

Ejercicio 1.4.11 Muestre en cada uno de los siguientes casos la

implicacion indicada, donde x es un niimero real.

a) Si|xr —2| < 1/100 entonces |A — 5| < 1/25, donde A = 4x — 3.
b) Si|z + 4| < 1/5 entonces |B + 13| < 3/5, donde B = 3x — 1.
¢) Si|z — 1| < 1/50 entonces |C + 3| < 1/10, dondeC = 2 — 5zx.
d) Si|z —2| < & entonces D := 5z — 3 satisface|D — 7| < 1.
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Ejercicio 1.4.12 Demuestre que para toda z,y € R se tienen que

max{z,y} = x+y—|—2|y—a:|7
minr, ) = 2

El resultado del siguiente ejercicio es de suma importancia para
muchos puntos de este libro.

Ejercicio 1.4.13 Sean a € R ye > 0 fijos. Demuestre que para
x € R se tiene que:

|t —a| <e siysolosi —c+a<z<e+a.
Sugerencia: Recuerde que |x — a| = méx{x — a, —(z — a)}.
Ejercicio 1.4.14 Demuestre las siguientes implicaciones dondex € R.
a) Si|r — 2| < 1/10 entonces |z + 2| < 41/10 y |2? — 4] < 41/100.
b) Si|z — 1] < 3/500 entonces |z + 2| > 1 yasi |25 — 3| < 1/500.

Ejercicio 1.4.15 Muestre que||z| — |y|| < |z — y|.

Ejercicio 1.4.16 Demuestre que para todo naturaln € N se cum-

ple
1+ 5"

1
T+5m2 =5
Ejercicio 1.4.17 Seanzx,y € R,.

a) Demuestre que se da la desigualdad

2
m2+y—222y.
x

b) Si existe \/x concluya en particular quex + 1 > 2.

38



Capitulo 1. Los axiomas de R.

¢) sPara quévalores de x ey se dan las igualdades en las desigual-
dades anteriores?

Ejercicio 1.4.18 Muestre que?2"' + 1 < 2" para todon € N.

Ejercicio 1.4.19 Demuestre que para x > 4 se cumple que
2z < x?/2.

Ejercicio 1.4.20 Utilice induccién para demostrar que para cada
naturaln > 3 se cumplen? < 2.

Sugerencia: Utilice los dos problemas anteriores.

Ejercicio 1.4.21 Demuestre que para cualquier naturaln € N se
vale la siguiente dsigualdad

vVn+1l—+/n>1/2vVn+1).

Ejercicio 1.4.22 Demuestre, utilizando induccion, las siguientes
desigualdades donden € N
3

12+22—|—32+---+(n—1)2<%<12+22+32—|—---—|—n2

4

P42 48+t (=1 < - <P+ 48+ 40l

Ejercicio 1.4.23 Muestre que para todo enteron > 2 se cumple

1 1

1
\/ﬁ<ﬁ+ﬁ+m+ﬁ'
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1.4.6. Sobre coeficientes binomiales

El objetivo de esta seccion es definir los llamados coeficientes
binomiales. Practicamente las propiedades bésicas enunciadas
aqui pueden mostrarse con los axiomas de grupo y campo, sal-
vo que se estara utilizando el orden al decir, por ejemplo, para
0 <k <nsetiene---.Enlaseccion de ejercicios se pedira al lec-
tor demostrar algunas desigualdades relacionando coeficientes
binomiales con potencias o factoriales.

Definicién 1.4.5 (Coeficiente binomial) Sean > 1ysea (}) el co-
eficiente de 2" *y* en el desarrollo de la potencia (x + y)", donde
x # 0 # y. El niimero (}) es llamado coeficiente binomial.

Debe de observarse que la suma de los exponentes de 2" *3* es
siempre n, el exponente al que se eleva el binomio que se quiere

desarrollar (z + y)".

De (z +y)' = 2 +y = 2'y° + 2°' se tiene que (}) = 1 = ({). De
modo similar, de la identidad

(z+y)* =2"+2zy +y° = 2*y° + 22'y" +2%°

2
1

de esta seccion se estarda suponiendo que x # 0 # y, en caso

se deduce que (}) = 1 = () y (}) = 2. De aqui y hasta el resto

contrario no se tiene un binomio.

Proposicion 1.4.10 Todos los monomios que aparecen en el desa-
rrollo de (z + y)" son de la forma (})z"*y* con 0 < k < n, conse-

cuentemente () =0sik <0o0sik > n.
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Demostracion: La prueba serd por induccion en n.
B.I. [n = 1, 2] Esto es justo el parrafo previo.
Pl [n = n 4+ 1] Supdéngase que el desarrrolo de (z + y)" es

" x"y° + " 2"y 4t " Y™t " 2Oy"
0 1 n—1 n

Para obtener el desarrollo de (z + y)"™ basta multiplicar la ex-
presion anterior por (z +y) y usar los axiomas de grupo y campo,
esto debido a que (z + y)"™' = (z + y)"(x + y), segln las leyes de
los exponentes. Ahora bien

(@+y)" = (@ +y)a+y"

() (e () ()]
Q{0 () (o

Esto termina el paso inductivo. u

La demostracion anterior prueba en particular lallamada férmu-
la del binomio (de Newton):

n n n n
(x+y)" = <O>xny0 + <1>x"_1y +- 4 (n - 1>xy"_1 + <n>x0y”

La demostracion de la proposicién anterior puede usarse para
dar una prueba a las siguientes propiedades basicas de los coefi-
cientes binomiales.

Corolario 1.4.3 Se valen
= (=0 =1y =n
= (1) + () = (%)
= () = ()
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Es de mucha utilidad tomar la siguiente convencion: (8) = 1.
Con las propiedades anteriores se pue-

de calcular el valor explicito de los co- <0>
eficientes binomiales utilizando el llama- . 0 .

do triangulo de Pascal. Este arreglo puede (0) <1)
usarse con las propiedades anteriores no- 2 2 92
tando que la segunda propiedad del coro- <0> <1) <2>

lario anterior, dice que el sumar dos ele- (3> (3> <3> (

produce el elemento de la fila de abajo, \ o 1 2 3

mentos consecutivos en una misma fila ( 4> (4) (4) <4) (

que esta justo entre ellos.
Usando ademas que dicho tridngulo empieza y termina con 1 se

tiene que

() )
HOO
DOO0 -
OO OO0 W

Por ultimo, para terminar la seccidn, se deja la definicion de fac-
torial, para que el lector pueda calcular en términos de factoria-

les los coeficientes binomiales (ver ejercicios abajo).
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Definicién 1.4.6 Para cada enteron > 0 se deifine su factorial de

modo recursivo mediante0! := 1 yn! = n[(n — 1)!].

1.4.7. Ejercicios

Ejercicio 1.4.24 Demuestre que para(0 < k < n se tiene
nn—1)---(n—k+1)=nl/(n— k)

Ejercicio 1.4.25 Demuestre las siguientes igualdades.
= (") (")
~\0 1 n
n n n
— _ cee (=)
=(0)- (1) ()

Sugerencia:2 =1+1y0=1-1.

Ejercicio 1.4.26 Demuestre que para todan > 4 se tiene que
2n < nl.

Ejercicio 1.4.27 Muestre que para(0 < k < n se tiene que

(1) =

Sugerencia: Induccion enn.

Ejercicio 1.4.28 Sea x > 0. Demuestre que paran > 2 se tiene

2
(14+2)" > L

4
Ejercicio 1.4.29 Sean € N, demuestre la siguiente desigualdad.
1 /n 1
— < — < k<n.
M(k) S Osksn

Concluya con lo anterior que para todan € N se tiene

TNE P S
n) — 0 1 n!’
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Ejercicio 1.4.30 Este ejercicio es de suma importancia pues ser-

virda para definir y estudiar el ntimero e. Demuestre que

1 1 1
aJrﬂJr..-er<3 Vn € N.

Sugerencia: Induccion, encuentre como utilizar el ejercicio 1.4.26.

1.5. El axioma de completez.

Hasta el momento se han visto los axiomas que determinan lo
que se llama un campo ordenado. Todos los axiomas anteriores
los satisfacen, por ejemplo, el campo de niumeros racionales y el
de los niimeros reales. A continuacion se vera un axioma que los
distingue, el axioma de completez. Antes de poder enunciar este

axioma se necesitara algo de terminologia extra.

Definicion 1.5.1 Sea A C R no vacio. Se dice que A es acotado
superiormente si existe un numero M € R tal que a < M para
todo a € A. Un tal numero M con esta propiedad es llamado cota
superior para A.

Antes de dar ejemplos, se recordara algo de notacion clasica de
ciertos subconjuntos de R. Sean a < b, se definen los siguientes

conjuntos llamados intervalos.

= Intervalo cerrado: [¢,b] := {z € R: a <z < b}.

= Intervalo abierto: (a,b) ;== {r € R:a <z < b}.

» (0,0 ={ze€eR:a<z<b}yla,b)={reR:a<x<b}.
También se tienen los llamados rayos
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» (a,400) :={zx €eR:x>a}, la,400) :={x € R: x> a},

m (—00,b):={zeR:z<b}, (—o0,b] :={z e R:z <b}.

Ejemplo 1.5.1 Elconjunto A = [—1,3/2) es acotado superiormente.
Para ver esto basta exhibir una cota superior: a < 3/2 para cada
a € Ayasi3/2 es cota superior. De hecho también 2 es cota supe-
rior de A al igual que5/2 y 50.

Observacién. Si un conjunto A C R tiene una cota superior M
y se tiene que ¢ > 0 entonces M + ¢ es también cota superior
para A. Como consecuencia de esto, si un conjunto A tiene una
cota superior M entonces tiene una infinidad de cotas superiores,
a saber

M<M+1<M+2<---

1.5.1. Supremos

A continuacion se presenta la definicion mas importante reque-

rida para enunciar el axioma de completez.

Definicion 1.5.2 Sea () # A C R un conjunto acotado superior-
mente. Se dice que un numero o € R es un supremo para A si se

cumplen las siguientes condiciones.
m « es cota superior para A.

n Si M es otra cota superior para A entonces o« < M.

Debe observarse que el segundo punto indica que « es minima

como cota superior. Se tiene ahora el siguiente resultado técnico.
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Proposicion 1.5.1 Siexiste un supremo para el conjunto no vacio

A C R entonces dicho supremo es tinico.

Demostracién: Sean a4, a; € R supremos para el conjunto A. Se
quiere argumentar que «; = ay. Como ay, es cota superior de Ay
a; es minima cota superior de A al ser supremo, se sigue que «; <
az. Del mismo modo: a; es cota superior de A y o, es minima
como cota superior de Ay asi ay < .

De a; < as y ay < a se sigue por la propiedad de tricotomia que

necesariamente «; = ao. 0

Notacion. Gracias a la proposicion anterior se puede fijar una
notacion para el supremo de A, que solo dependa de A. Se de-
notard al supremo de A (cuando exista) como sup(A).

Observe en particular que

m g <sup(4) Vae A

= Si M es cota superior para A entonces sup(A) < M.
Ahora si, ya es posible enunciar el axioma de completez.

Axioma de completez: Si A C R es no vacio y acotado superior-

mente entonces A posee un supremao.

El siguiente resultado es un ejercicio tipico de este tema, se enun-
cia como proposicion para que se incluya su demostracion y el
lector tenga un ejemplo de como trabajar con estos conceptos.

Proposicion 1.5.2 Sean A y B dos subconjuntos de R tales que
A #+ (), A C By B es acotado superiormente. Se tienen entonces

las siguientes.
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a) Existen ambos sup(A) ysup(B) y cumplen

b) sup(A) < sup(B).

Demostraciéon: Sea M una cota superior para B, la cual existe
segun la hip6tesis. Dado a € A se tiene que a € By entonces
necesariamente ¢ < M. Esto muestra que A es acotado superior-
mente por M y al ser no vacio existe, por el axioma de completez,
sup(A).Alser A # () y A C B se tiene que B # () pues un elemen-
to de A es también uno de B, al ser B acotado superiormente y
no vacio se sigue, nuevamente por el axioma de completez, que
existe sup(B).

Para la segunda parte, observe que se ha mostrado en particular
que una cota superior arbitraria M del conjunto B es también
cota superior para A, en particular se tiene que sup(B) es cota
superior para A; como sup(A) es la minima cota superior de A,
de lo anterior se sigue que sup(A) < sup(B). 0
Una de las consecuencias mas importantes del axioma de com-
pletez es la llamada propiedad arquimediana, la cual se enuncia

a continuacion en una primera version.

Teorema 1.5.1 El conjunto N no es acotado superiormente, con-

secuentemente R tampoco lo es.

Demostraciéon: La segunda parte es clara pues una cota superior
de R seria una cota superior para N (vea la proposicion 1.5.2). Pa-
rala primera parte, observe que N # () pues 1 € N. Si N fuera aco-
tado superiormente entonces, por el axioma de completez exis-

tirfa o := sup(N) € R. Considere ahora al nimero real 5 := a — 1.
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Como § < « se puede concluir que /5 no es cota superior para N,
pues en caso contrario se tendria o < 5 por la minimalidad de «
como cota superior de N. Ahora bien, al no ser 3 una cota supe-
rior de N debe existir n € N de tal forma que § < n. Comon € N
entonces n + 1 € N (definicién recursiva de los naturales) y

n+1 > pB+1=a=sup(N)
Prop. 1.4.2
pero esto es imposible puesn + 1 € Ny por otroladon + 1 <

sup(N), se contradice asi la propiedad de tricotomia. 0

La siguiente propiedad es la que de hecho se conoce como pro-
piedad arquimediana, se ha comentado antes que también asi se
hara referencia a la proposicion anterior (puede demostrarse de
hecho que ambas son equivalentes).

Teorema 1.5.2 (Propiedad arquimediana) Sea: > 0. Para cual-
quier y € R existen € N con la propiedad de que nc > y. Conse-

cuentemente, dado ¢ > 0 existen € N de tal forma que 1 /n < ¢.

Demostracion: Para la primera parte considerese al nimero real
y/e. Este namero no puede ser cota superior de N segtn la pro-
posicion anterior, asi que existe n € N de tal forma que n > y/¢.
Como ¢ > 0 se sigue de la proposicion 1.4.3 que ne > y como se
queria demostrar.

Para la segunda parte basta tomar el caso particular de y = 1. .

Otra consecuencia importante del axioma de completez es la den-

sidad de los racionales en R, esto se vera a continuacion.
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

Sobre la densidad de Q en R.

Antes de entrar al tema de densidad de Q se requiere hablar de la

parte entera de namero. Primero se presenta un lema técnico.

Lema 1.5.1 (Unicidad de la parte entera) Seax € R yseann,m € 7
tales que
n<zx<n+l1,

m<xr<m+l.
Se tiene entonces quen = m.

Demostracién: Por la propiedad de tricotomia basta descartar
los casos n > m yn < m. Si se supone que n > m, se obtiene

entonces que n > m + 1 y entonces
mt+l<n<zr<m+l1

perom + 1 < m + 1 contradice la propiedad de tricotomia. Esto
concluye la prueba de que n > m es falso.

La pruebade que n < mno se da pues es completamente analoga.

l

Proposicién 1.5.3 Para cada x € R existe uny solo unn € 7Z de
tal forma quen < x <n+ 1.

Demostracion: La unicidad es justamente el lema anterior, asi
que solo falta demostrar la existencia. Hay dos casos a tratar: x =
0yz # 0.Siz = 0 basta tomar al entero n = 0 pues, dado que
1 > 0 se tiene claramente quen = 0 < x < 1 = n + 1. Ahora se

considerar el caso en que x # 0. Por la propiedad arquimediana
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parae = 1 > 0 existe un natural m, tal que mo = my(1) > x; esto
muestra que el conjunto A = {m € N : m > x} es no vacio. Por
el PBO existe m; elemento minimo de A. Dado que m; — 1 < my
tiene que darse m; — 1 ¢ A. Como m; — 1 ¢ A necesariamente se
cumple que m; — 1 < z.Sean := m; — 1, el cual es un entero (no
necesariamente un natural), éste es el entero que se busca pues

n<zx < mp=n+1.
mi€A

O

Definicion 1.5.3 Dado x € R, al numero n dado por la proposi-
cion anterior se le llama la parte entera de x y se le denota con el

llamado corchete de Gaul3: n = [[z].

Por la definicion del corchete de Gaul3 se tiene que
[z] <z < [z] + 1.

Ahora si, se cuenta con la herramienta necesaria para demostrar
la densidad de Q en R, la cual significa que hay muchos raciona-

les en la recta real. El enunciado preciso es el siguiente.

Teorema 1.5.3 (Densidad de racionales) El conjunto Q es denso
en R, esto es: Para cada par de niimeros x,y € R con x < y existe
reQtalquexr <r <y.

Demostracion: De la propiedad arquimediana aplicada sobre el
realy — x > Oyel positivo 1 € N, existen € Nconn(y —z) > 1.
Seam = [nz] + 1 € Z, claramente nz < m. Se afirma que m < ny,
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

si esto ultimo no fuera el caso, se tendria, por la tricotomia, que

m > ny y trasladando con —nz se obtendria:
m—nx >ny—nr=n(y—x)>1,

dedonde 1 < m—nz = [nz]+1—nzyaltrasladar con —1 se tiene
0 < [nz] —nx < 0, por la definicion del corchete de GauR [nz];
se sigue entonces que 0 < 0, lo cual contradice la propiedad de
tricotomia; se concluye por tanto que m < ny. Se ha demostrado
que nz < m < ny, de donde v < ™ < y; el racional buscado es

r=2¢eQ. 0

La propiedad de densidad de los racionales en la recta real es
muy util a la hora de hacer algunos detalles en ciertas pruebas.
Como ejemplo de esto, se discute a continuacion c6mo mostrar

que el extremo derecho de un intervalo es su supremo.

Ejemplo1.5.2 Sea A = [-1,2) = {z e R: -1 < 2 < 2}. Se
quiere arguementar que o = 3/2 es el supremo de A. Primero que
nada A # () pues —1 € Ay 3 es una cota superior de A pues x < 3

para toda x € A. Por el axioma de completez existe o € R tal que
3
.
Ya se sabe que o < 3 pues 3 es una cota superior y a es la minima

a = sup(A). Se va a demostrar ahora que o =

cota superior. Si se demuestra ahora que la desigualdad o < 3 es
3
S
Supongase que oo < 2 fuera cierta. Por ser Q denso en R exister €

falsa entonces se tendria necesariamente que o =

Q cona < r < 2 de donde por transitividad se tiene —1 < r < 3,

es decir r € A. Esto contradice que « es cota superior de A pues

por construccion der se tiene que o < r. Se concluye por tanto que
3

o < 2 es falsay con esto quesup(A) = 3.
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De hecho se puede probar, de modo mas general, que el extremo
derecho de un intervalo es su supremo, se sugiere al lector hacer

el ejercicio 1.5.18 en este momento.

Se ha visto hasta ahora, mediante unas consecuencias del axio-
ma de completez, la importancia de la existencia de supremos,
sin embargo el verdadero alcance de este axioma se apreciara en
el capitulo sobre funciones continuas al demostrar ciertos teore-
mas importantes de continuidad.

Dada la importancia de la existencia de supremos, es bueno te-
ner a mano diferentes maneras de verificar quién es el supremo

de un conjunto. Una manera la da el siguiente resultado.

Proposicion 1.5.4 (Caracterizacion de supremo) Sea () # A C
R acotado superiormente. Para una cota superior o« € R de A se

tiene que las siguientes son equivalentes:
a) «a es el supremo de A.

b) Para cadac > 0 existea € Acona —e < a < a.

Demostracién: Son dos direcciones a demostrar.

a) = b)|Seae > 0;como a—e < o = sup(A) y @ es la minima cota
superior de A se tiene en particular que o — € no es cota superior
de A, por tal motivo existe a € Ade talmodoquea — ¢ < a < a.

b) = a)|Sea o una cota superior satisfaciendo la hipdtesis sobre
los ¢ > 0; se quiere demostrar que o« = sup(A), para esto debe
verificarse que « es minima como cota superior. Sea entonces
M una cota superior para A, se arguementara que o < M. Si se

tuviera lo contrario, es decir « > M, parae := a— M > 0 existiria,
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

por la hipétesis,a € Acona > o —¢ = a— (a — M) = M,
pero a > M implica que M no es cota superior para A4, lo cual es

contrario a la suposicion. 0

A continuacion se tienen dos resultados importantes en la practi-
ca. El primero es una consecuencia sencilla de la proposicion an-
terior y se dejara como ejercicio (ver el ejercicio 1.5.7) al lector.

Proposicion 1.5.5 (Aditividad del supremo) Sean A, B C R dos
conjuntos no vacios para los cuales existe el supremo correspon-
diente. Se tiene que el conjunto

A®B:={a+b:ac A be B}

posee también un supremo que satisface
sup(A @ B) = sup(A) + sup B.

Proposicion 1.5.6 (Multiplicatividad del supremo) Sean A, B C
R subconjuntos no vacios y acotados superiormente, los cuales
constan de ntimeros no negativos. Se tiene que el conjunto

A B:={ab:a€ A, bec B}

es también acotado superiormente y por tanto posee un supremo
el cual satisface sup(A ® B) = sup(A) sup(B).

Demostracién: Si alguno de sup(A) o sup(B) es cero, por ejemplo
A, entonces por el problema 1.5.6 se tendria A = {0} y con esto

que AB = {0}, de donde trivialmente se daria
sup(A ® B) = sup{0} = 0 = Osup(B) = sup(A) sup(B).

Se puede suponer por lo tanto, que se dan ambos de sup(A4) > 0

y sup(B) > 0. Como paso previo se mostrara primero que para
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cada a € A cona > 0 (existe por el ejercicio 1.5.6) el cociente
sup(A ® B)/a es una cota superior para el conjunto B. Para esto
sea b € B arbitrario.

Como ab € A® B se tiene que ab < sup(A ® B) de donde

b < sup(A ® B)/a; esto muestra que efectivamente sup(A ® B)/a
es cota superior para B. Esto concluye la prueba del paso previo.
Continuando ahora con la demostracion, para cada a > 0 se
tiene que sup(A ® B)/a acota superiormente a B y por lo tan-
to debe de tenerse que sup(B) < sup(A ® B)/a, conlo cudl a <
sup(A ® B)/sup(B). Ahora bien, esta tltima desigualdad vale pa-
ra cualquier a € A con a > 0, pero obviamente también es cierta
para a = 0, esto demuestra entonces que sup(A ® B)/sup(B) es
cota superior del conjunto Ay por lo tanto debe darse sup(A) <

sup(A ® B)/sup(B), de donde se sigue el resultado. 0

1.5.2. Cotas inferiores e infimos.

Similarmente al concepto de cota superior existe el concepto de

cota inferior.

Definicién 1.5.4 Sea A C R un conjunto no vacio. Se dice que A es
acotado inferiormente si existe un numerom € R tal que:m < a
para cadaa € A.

Aunntimerom con esta propiedad se la llama cota inferior para A.

Ejemplo 1.5.3 A, = [-1,2), A, = (—1,2) son ambos acotados in-
feriormente: —1 es cota inferior en ambos casos.

Junto con el concepto de cota inferior corresponde el de infimo.
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Definicién 1.5.5 Sea A C R un conjunto no vacio y acotado in-
feriormente. Se dice que un niimero o € R es un infimo para A si

cumple lo siguiente.
= o es cota inferior de A.

= «a es mdxima cota inferior de A, esto es: Si 3 es cota inferior

para A entonces < a.

Al igual que en el caso del supremo, el infimo es tinico cuan-
do existe. Por ser la demostracion de la siguiente proposicion
completamente analoga al caso del supremo, se deja al lector

COmo ejercicio.

Proposicion 1.5.7 (Unicidad de infimos) Si existe un infimo o pa-
ra el conjunto no vacio A C R entonces este infimo es tinico.

Gracias al resultado anterior se puede fijar una notacion para el
infimo de un conjunto que s6lo dependa del conjunto.

Notacidn: inf(A) denotara al infimo de A cuando éste exista.

De hecho, el infimo de un conjunto acotado inferiormente siem-

pre existe como se verd a continuacion.

Teorema 1.5.4 Sea() # A C R un conjunto acotado inferiormen-
te. Se tiene entonces que A posee un infimo.

Demostracion: Sea C el sigueinte conjunto de nameros reales

C := {m € R : mes cota inferior para A}.
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Es claro que C # () pues A es acotado inferiormente. Se afirma
ahora que C es acotado superiormente; en efecto, seaa € A (exis-
te pues A # )), sim € C entonces m < a pues m es cota inferior
para A; esto muestra que « es cota superior para C. Como C # )
y acotado superiormente existe entonces, por el axioma de com-
pletez, el supremo de C, digamos « := sup(C). Se va a demostrar
que « es el infimo de A, para esto deben de probarse dos cosas:
a es una cota inferior para Ay a es mdxima como cota inferior.
Primero, dado a € A arbitrario se tiene, como antes, que a es cota
superior para C y como « es la minima de las cotas superiores de
C se sigue o < a. Esto demuestra que « es cota inferior para A.
Segundo, sea m una cota inferior cualquiera para A. Se tiene que
m € Cy por ser a = sup(C) (la minima cota superior) se sigue
m < «; esto muesta que « es maxima cota inferior de A.

Se concluye entonces que « es infimo para A. 0

Ejemplo 1.5.4 inf([a,b]) = inf([a,b)) = inf((a,b)) = inf((a, b)) = a.
El lector debe comprobar los detalles de estas afirmaciones.

El ejemplo anterior y el problema 1.5.18 muestran que es posible
que inf(A) y/o sup(A) no sean elementos de A. Por esta razon se

tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.5.6 Sea() # A C R.

= Si A es acotado inferiormente y ademds inf(A) € A entonces

se dice que inf(A) es un minimo y se denota por min(A).

= Si A es acotado superiormente y ademds sup(A) € A enton-

ces se dice quesup(A) es un maximo y se denota por max(A).
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Debe de observarse que el maximo (o el minimo) de un conjunto
es un tipo especial de supremo (resp. de infimo). El lector atento
sabe que se tiene aqui un conflicto con la notacién y concepto
previo de maximo y minimo dado en la seccion de los axiomas
de orden, el lector estara tranquilo después de realizar el ejerci-

cio 1.5.19, donde se ve que no existe un tal conflicto.

Al igual que en el caso de supremos (proposicién 1.5.4), es posi-

ble caracterizar al infimo de un conjunto con ¢ > 0.

Proposicion 1.5.8 Sea () # A C R un conjunto acotado inferior-
mente. Para una cota inferior « € R de A son equivalentes las
siguientes:

= qesinfimodeA.

» Paracadac > 0 existea € A detal modo quea < a < o+ ¢.

La demostracion es completamente andaloga a la de la proposi-

cion 1.5.4 y se deja por tanto al lector.

1.5.3. Ejercicios.

Ejercicio 1.5.1 Determine si el conjunto siguiente es o no acotado

superiormente, en caso de serlo determine su supremo.

2 — 1
A:{xER:x >5}.
Tr—D5

Ejercicio 1.5.2 Sea A C R un conjunto no vacio. Muestre que si

A tiene una cota superior M la cual es elemento de A entonces
M = sup(A).
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Ejercicio 1.5.3 Sea A := {z € R: 5 — 2* < 9}. Muestre que:
n A#£ 0,

= A no posee un supremo.

Ejercicio 1.5.4 Considere el conjunto A = {—1/n : n € N} C R.
Demuestre que existe el supremo de A y encuentre su valor.

Ejercicio 1.5.5 Sea ) # A C R un conjunto acotado superior-
mentey sea c € R y considere el conjunto A®. := {a+c:a € A}.

Muestre que:
n A®,. posee un supremo,
= sup (A®.) = sup(A4) + c.

Ejercicio 1.5.6 Sea A C [0, +o0) no vacio y acotado superiormen-

te. Demuestre las siguientes afirmaciones.
= Sisup(A) > 0 entonces existea € A tal quea > 0.

» Sisup(A) = 0 entonces A = {0}.

Ejercicio 1.5.7 (Aditividad del supremo) Demuestre la proposi-
cion 1.5.5. Enunciey demuestre el enunciado andlogo para infimos.

Ejercicio 1.5.8 Sean () # A C R, ) # B C R dos conjuntos
acotados superiormente.

a) Demuestre que AU B es no vacio y acotado superiormentey por

tanto posee un supremo.
b) Muestre que de hecho sup(A U B) = méx{sup(A),sup(B)}.
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Ejercicio 1.5.9 Sean A, B C R dos conjuntos no vacios tales que:
a<b Vae A, Vbe B
Demuestre que:
» existesup(A) y es una cota inferior para B,
» existeinf(B) y es una cota superior para A,
» se satisface sup(A) < inf(B).

Ejercicio 1.5.10 Sean A, B C R conjuntos los cuales poseen infi-
mo en R. Demuestre que en caso de que A N B # () se tiene que:

» existeinf(AN B),

» inf(AN B) > max{inf(A),nf(B)}.

Ejercicio 1.5.11 Suponga que el conjunto no vacio A C R es aco-
tado superiormente y considere el conjunto © A definido mediante
©A :={—a:a € A}. Demuestre que © A es acotado inferiormente
y que de hecho inf(©A) = — sup(A).

Ejercicio 1.5.12 Sea ) # A C R acotado superiormente y sea
k € R un niimero dado. Defina el conjunto M[A] mediante
Mi[A] :={ka:a € A}.

a) Sik < 0entonces existeinf(My[A]) y ademdsinf (M [A]) = ksup(A).

b) Si k > 0 entonces existe sup(My[A]) y ademads sup(My[A]) =
ksup(A).

¢) sQué puede decirseen el casok = 0?
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Ejercicio 1.5.13 (Multiplicatividad del infimo) Sean A, B C R sub-
conjuntos no vacios y acotados inferiormente, los cuales constan

de ntimeros no negativos. Demuestre que el conjunto
A B:={ab:a€ A, be B}

también es acotado inferiormente y posee un infimo el cual satis-
faceinf(A ® B) = inf(A) inf(B).

Ejercicio 1.5.14 Sea ) # A C R un conjunto acotado superior-
mente y tal que a > 0 para toda a € A. Considere el conjunto de
reciprocosr[A] :=={1/a : a € A}. Demuestre que

a) r[A] es no vacio, acotado inferiormentey por tanto existeinf(r[A]).

b) Argumente el porqué sup(A) > 0 y el que 1/sup(A) sea cota
inferior parar[A|.

¢) Demuestre queinf(r[A]) = 1/sup(A).

Ejercicio 1.5.15 Sea A C R un conjunto que posee por supremo a

a = sup(A). Demuestre cada una de las siguientes afirmaciones.
a) Paracadan € N existea,, € A tal que |a,, —a| < 1/n.

b) Paracadan € N existeb, ¢ A tal quelb, — a| < 1/n.

Ejercicio 1.5.16 Sea () # A C R un conjunto acotado superior-
mente y tal que a > 0 para toda a € A. Considere el conjunto
rad[A] := {1/\/a : a € A}. Demuestre que

a) rad|A] es no vacio, acotado inferiormente y por tanto existe
inf(rad[A)]).
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b) Argumente que1//sup(A) es cota inferior para rad[A].
¢) Demuestre que inf(rad[A]) = 1//sup(A

Ejercicio 1.5.17 Decida cudles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas y cuales son falsas, dando una demostracion o en su
caso un contra ejemplo.

= [—a] = —[al, = [ab] = [a][0],
= fo] = —[-al +1, = [+ 6] = [a] + [0],
» [2a] = 2[a], m [a+0b] < [a] +[b] + 1.

Ejercicio 1.5.18 Sean a < b, demuestre que

Sup([a, b]) = sup([a, b)) = sup((a, b)) = sup((a, b])

mostrando que, en cada caso, dicho supremo es precisamente b.

Ejercicio 1.5.19 Demuestre que el concepto de mdximo (resp. mini-
mo) dado aqui coincide, para el caso finito, con el dado en la sec-
cion de los axiomas de orden.

Ejercicio 1.5.20 Sean p,q € Q tales que p < q. Demuestre que
existe un numero irracional x € R tal quep < x < q.

Sugerencia: Apoyese de la propiedad arquimediana para el positivo

(q — p)V2 y el ejercicio 1.3.14.

Ejercicio 1.5.21 Muestre que los ntimeros irracionales son densos
en R, es decir muestre que para cada par de niimeros reales a < b
existe un numero irracional x € R satisfaciendo a < x < b.

Sugerencia: Utilice el ejercicio anterior.
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1.5.4. Existenciade /2

En secciones anteriores se anunci6 que se probaria la existencia
de /2 una vez que el lector haya tenido la oportunidad de traba-

jar con infimos y supremos, éste es ahora el momento.

Teorema 1.5.5 Existe en R, un niimero « tal que o® = 2. Dicho

numero se denota por V2.

Demostracion: Sea R, el siguiente conjunto
Ry = {r € Ry : 2* <2},

Este conjunto es no vacio pues 1 € R, claramente. R, estd aco-
tado superiormente (e inferiormente por cero pero esto ultimo
no importa ahora), una cota superior para R, es 3/2, en efecto, si
algin = € R, satisfaciera z > 3/2 > 0 entonces se tendria
2 > 22 > g > 2
z € Ry Prop. 143 4

lo cual contradice la tricotomia, consecuentemente se tiene que
r < 3/2 para toda = € R,, es decir 3/2 es cota superior de R;.
Por el axioma de completez podemos concluir que existe « :=
sup(Rs). De hecho se sabe, por todo lo anterior, que 1 < o < 3/2.
Ahora se procedera a argumentar que este supremo « satisface
la condicién buscada, que o? = 2. La manera de demostrar esto
serd apelando a la tricotomia, es decir, se descartaran los casos
a?>2ya? <2

a? < 2 es imposible: Si se supone que se diera o? < 2, observe
que entonces el nimero (2 — o) /3« seria positivo (no olvide que

a > 1 > 0) y por lo tanto asi también lo es min{«, (2 — a?)/3a},
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

por lo tanto, por la densidad de Q en R, es posible encontrar un

¢ € Q satisfaciendo
0 < e < min{a, (2 — a?)/3a}. (1.2)

Por construccione € R, de hecho se afirma ahora que a+¢ € R,.
Para ver esto debe observarse que por construccion ¢ < «'y con
esto se tiene en particular, trasladando con 2«, que 2a + ¢ < 3q,
al multiplicar por el positivo ¢ se obtiene

e(2a+¢) < 3ae. (1.3)
Ahora bien,

(a+5)2:a2+2a5+52L:D o’ 4+ e(2a +¢)

< a*+3ae <@+ (2-0a) =2
(1.3) (1.2)

lo cual dice que o + ¢ € R,. Esto es un absurdo pues ¢ > 0y asi
a+¢e>aperoa+ce € Ry implicaque o + ¢ < o = sup(Rz) y se
contradice la tricotomia.

a? > 2 es imposible: Se procede nuevamente por contradiccion,
suponiendo que a? > 2. Seap := 1(a + 2/a). Primero que nada
observe que este numero es positivo y

(@*=2) 2a*—a*+2 a?+2 1<a2—|—2>
a> o — = = = — =Dp.

2a 2a 2a 2 o

Esto muestra que o« > p. Ahora bien,

1 2\? 1 4 1
2 4 Y (.20 - —
p= 4 (a + Oé) 4 <a + 042 + 4> Ejerc.i.ﬁa) 4(4 + 4) 2

Se tiene entonces que p* > 2. Por otro lado, por la proposicion
1.5.4, para el positivo ¢ := o — p se tiene que existe o € R, de tal
modo que

p=a—c <z <q,
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con lo cual

2 <p2 <x3 < 2
ToER2

que contradice tricotomia. u

En este punto es bueno mencionar algunas propiedades de raices
cuadradas en general.

Definicion 1.5.7 Una raiz cuadrada de un niimeroa € R es un

ntimero v tal que x> = a.

Trivialmente se tiene que:

= Siunnuamero a posee unaraiz cuadrada z € R entonces a =
x? > 0 (teo. 1.4.1) y por tanto no existen raices cuadradas de

nameros negativos.

= Siz esraiz de a entonces —x también (regla de los signos):

(—2)* = 2% =a.
» [a Gnica raiz cuadrada de 0 es 0.

= Si un nimero a > 0 posee una raiz cuadrada positiva ésta

es unica: Esto es una consecuencia de la identidad 2 — y? =
(z —y)(z+y).

Por lo anterior (Gltimo punto en particular) se denota por /a a
la raiz cuadrada positiva de un nimero a > 0 (cuando exista). El
ejercicio 1.5.23 esta disenado para que el lector pueda demostrar

la existencia de raices cuadradas positivas en general.
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

1.5.5. Ejercicios

El objetivo del siguiente par de ejercicios es reforzar el entendi-
miento de la demostracion de la existencia de /2. El segundo es

de hecho el caso general.

Ejercicio 1.5.22 (Existencia de V3) Sea R; := {r e Ry : 2? < 3}.
Demuestre cada una de las siguientes afirmaciones.

» R; es no vacio y acotado superiormente por 9/5. Sea o :=
sup(R3), a > 1.

2

= Muestre que si se tuviera o® < 3, entonces eligiendo cual-

quier ¢ € R que satisfaga

{ 3—a2}
0 <e<miny a,

3a

se tendria que o + € € Rj3 y esto lleva a una contradiccion.

» Suponga que se tuviera que o* > 3. Seap € R, dado por
p=(1/2)(a+3/a).
e Muestre que o > p y que p* > 3.
e Pruebe que existex, € R3 conp < xy < a.
e Observe que los dos puntos anteriores contradicen la

tricotomia: 3 < 3.

» Concluya de todo lo anterior que o* = 3.

Ejercicio 1.5.23 (Existencia de \/w) Seaw € R, yconsidere el con-
junto R, = {z € R, : 2> < w}. Demuestre cada una de las si-

guientes afirmaciones.
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= R, es no vacio y acotado superiormente por 1 + w. Sea o =
sup(Ry).

= Muestre que si se tuviera o® < w, entonces eligiendo cual-
quier ¢ € R que satisfaga

) w — a?
0 < e <min« a,

3a

se tendria que o + ¢ € R, y esto lleva a una contradiccion.

= Suponga que se tuviera que o> > w. Seap € R, dado por
p=(1/2)(a+w/a).

e Muestre quea > p y quep* > w.
e Pruebe que existex, € R, conp < xy < a.

e Observe que los dos puntos anteriores contradicen la

tricotomia: w < w.

= Concluya de todo lo anterior que o* = w.

Ejercicio 1.5.24 Muestre que sia > b > 0 entonces \/a > /b > 0.

Ejercicio 1.5.25 Demuestre que \/ 2 3v2 > 2.

Ejercicio 1.5.26 Seaa € R yn € N. Sedice que x € R es raizn-
ésima de a si x" = a. Muestre que si a > 0 posee una raiz n-ésima
positiva entonces ésta es tinica. Dicha raiz se denota por /a.

Ejercicio 1.5.27 Verifique las siguientes propiedades, dondea,b > 0;
recuerde que deben ser diferentes de cero, como siempre, si apare-
cen en denominadores.
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Capitulo 1. Los axiomas de R.

a) V1=1. T
b) ({/a)" = /a™ = a. e) V/(Wa) = "/a.

) (/a)™ = /a™, este niimero

n,
v = <= Y en particular  comiin es denotado a™/".

&
3
|
S

Ejercicio 1.5.28 Muestre que si0 < a < b entonces /a < /.
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Sucesiones de niimeros reales

Este es el capitulo mas importante del libro, se concentra en la
teoria de sucesiones de numeros reales e incluye una introduc-
cién a series. Muchas de las demostraciones posteriores se ba-
saran en ideas, pruebas o resultados que aqui se exponen.

2.1. Sucesionesy convergencia.

Para definir formalmente el concepto de sucesion se requiere es-
tar familiarizado con el concepto de funcion.

Una sucesion de numeros reales es una funciona : N — R.

Se escribe a,, en lugar de a(n). Pese a que se estd suponiendo que
el lector ha llevado un curso introductorio de légica y conjuntos,
y esta familiarizado con el concepto de funcién, serd mas con-
veniente (por ahora), quedarse con la idea intuitiva de sucesion,

que es la mas util en la practica.
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2.1.1. Definiciones basicas

Una sucesion es, intuitivamente hablando, una lista ordenada de
numeros reales.

Definicién 2.1.1 Una sucesién de niimeros reales (a,),cn €S una
lista infinita ordenada de ntimeros reales

(an)neN = (a’h Q2,0A3, "+ )

En la definicion anterior se usa paréntesis () en lugar de las tra-
dicionales llaves {} para enfatizar que el conjunto de niimeros

dado esta ordenado; esto significa que no es lo mismo
(an)nen = (1,1,2,2,1,1,2,2,1,1,2,2,--)
que por ejemplo
(bp)nen = (1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,---),
en la primera a, = 1 pero en la segunda b, = 2.

Ejemplo 2.1.1 Ejemplos bdsicos, pero importantes, de sucesiones

son las siguientes.

» Sucesion constante: Si existe c € R de tal modo que a,, = ¢
para todan € N se dice que la sucesion (a,),cn €S constante.
Aqui (ap)nen = (¢, c,cy- ).

» Sucesién armonica: Esta es la que cumple que a,, = 1/n pa-

ra cadan € N. De modo explicito (a,)nen = (1, 3,5, 5. )-
» Sucesion geométrica: Si exister € R — {0} de tal modo que
a, = r"! se dice que la sucesion (a,).cn €s geométrica con
razonr; aqui(a,)nen = (1,7,7%,r%,---). En ocaciones convie-

ne tratar a la sucesion constante cero como geomeétrica.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

» Sucesién aritmética: Si existen a,d € R de tal modo que
a, = a+ (n — 1)d para todon € N entonces la sucesién se
dice aritmética con diferencia d y término inicial a. De modo
explicito (ay)neny = (a,a + d,a + 2d,a + 3d, - - -).

Algo que interesa siempre sobre las sucesiones es saber si son o

no convergentes, concepto que se define a continuacion.

Definicion 2.1.2 Sea (a,,),cn una sucesion de niimerosrealesy L € R.
Se dice que (a,),en converge a L (o que L es limite para (a,,)nen) Si

se cumple lo siguiente: Para cadac > 0 existe N = N. € N de tal
forma que siempre quen > N entonces |a, — L| < ¢.

Se escribe a,, — L cuando (a,),en coOnverjaa L.

La definicién dice que los elementos a,, de 1a sucesion estan cada
vez mas y mas cercanos a L: si se fija una distancia s > 0 (por mas
pequena que se quiera elegir) siempre sera posible eliminar los
primeros indices n, para garantizar que a partir de un cierto V, se
tenga que la distancia |a,,— L| es menor que ¢ > 0. La mejor forma
para hacerse una buena idea es con una grafica que represente

los indices n contra los valores a,,, grafica en el plano R

L+e¢
Loofmmmmmm
L—¢ 5 - > .

71



Para el ¢ de la figura, debe tomarse N = N. = 7 para garantizar
que, para cadan > N, a, estad en la zona gris, es decir, cumple

la, — L] < e.

Si el lector lo prefiere y le da una mejor idea, puede dibujar en
lugar de una gréfica en R?, una en R: por definiciéon de conver-
gencia, dado ¢ > 0 existe N € N de tal modo que en el intervalo
(L —e,L + ¢), de radio ¢ centrado en L, se encuentran todos los

elementos de la sucesion, salvo quizas a, as, - -+, ay_1.
£ €
£ )
as aN  an+1 [ AN+2 ay

Ejemplo 2.1.2 Se tiene que:

a) Toda sucesion constante es convergente.
b) La sucesion armonica converge a 0.

¢) La sucesion (n/(n+ 1)),en convergeal.

La demostracion de las afirmaciones anteriores es como sigue.
a) Sea (a,)nen UNa sucesion constante, esto es, existe c € R de tal
forma que a,, = c para todan € N. Se demostrard que a,, — c.

Para ver esto seac > 0. Basta tomar N = 1, pues sin > 1 entonces
la, —c| =lc—c]=0<e.

b) Esto es consecuencia de la propiedad arquimediana (teorema
1.5.2). Dado e > 0 se sabe que existe N € N de tal modo que 1/N <
e, esta N es una que funciona: Sin > N se tiene, por la proposicion
1.4.4,quel/n <1/N <e.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

¢) Nuevamente se considera, paras > 0, el N de la propiedad ar-
quimediana que garantiza que1/N < e: Dadon > N, se sigue que
n+ 1> N yaligual que enb) seobtienel/(n + 1) < e; con esto

B 1 1 _
N n+1| n+1

la, — 1] = E.

n+1_

: ‘
La siguiente proposicion es de importancia teorica y dice que
una misma sucesion no puede converger a niumeros diferentes.

Proposicion 2.1.1 (Unicidad del limite) Sila sucesion (a,),cn con-

vergea L y también a M entonces L = M.

Demostracion: Si se tuviera L # M, se tendria con esto que el
namero real ¢ := |L — M| /2 es positivo. Ahora bien, como
a, — L existe N; € N tal que:

n>N; = |a, — L| <e.
Del mismo modo, a,, — M, asi que existe N, € N tal que:
n> Ny = |a, — M| <e.

Para N = max{N;, N} se cumple que sin > N, entonces n > N;
j = 1,2 (por transitividad), asi que se dan las dos implicaciones

anteriores; ahora bien

|L — M| =|L—a,+a, — M|

<l|a,—L|+|a,— M| <e+e=2e=|L— M|
pero |L — M| < |L — M| contradice la propiedad de tlricotomia.D
Dado que se ha demostrado que el limite es inico y depende sélo
de la sucesion (cuando existe) se acostumbra a escribir lim a,,

n—o0

para representar al niumero L con la propiedad de que a,, — L.
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2.1.2. Ejemplo de divergencia.

Para terminar esta seccion se dara un ejemplo de como demos-
trar que alguna sucesion es divergente, i.e. no convergente. Una

forma es usando directamente la negacion de la definicion, esto es:
VL 3eg >0 : VN € N3Ing > N : |a,, — L| > <.

Como ejemplo concreto se analiza a continuacion la sucesion
dada por a,, = (—1)". Es claro, de modo intuitivo, que esta su-
cesion no se va pareciendo cada vez mas a un valor L pues brinca
entre —1 y 1. Una prueba formal de la divergencia seria, segun lo
discutido hace un momento, como sigue:

Sea L € R arbitrario. Observe que alguno de |L — 1| o |L + 1| de-
be ser diferente de cero (ambos cero al mismo tiempo implicaria
—1 = 1), por lo tanto puede elegirse ¢y > 0 (densidad de Q en R)
con0 < gy < max{|L —1|,|L + 1]}.

-1 L 1

| |
[ [

max{|L — 1|, |L + 1|}

Ahora bien, dada cualquier N € N, se tiene que 2N,2N +1 > N
y alguno de |aoy — L] 0 |agn+1 — L] coincide con méx{|L — 1|, |L +
1|}, el correspondiente indice de coincidencia sera n. Se tiene

entonces que para éste n, > N se cumple
|an, — L] = max{|L — 1|,|L + 1|} > eo;

esto concluye la argumentacion.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Esta prueba tiene el problema de lidiar con la variable L en todo
momento. La mayoria de las veces es mas comodo trabajar por
contradiccon del siguiente modo, suponer que el limite L existe
y eliminar L de alguna manera, por ejemplo usando la desigual-
dad del tridngulo:

lan — L + |am — L| > [(an — L) = (@ — L)| = |an — .

A continuacion se demostrara nuevamente el ejemplo discutido

anteriormente pero usando ahora esta técnica.

Ejemplo 2.1.3 La sucesion (a,),en, cOna, = (—1)", es divergente.
Si se supone, por el contrario, que esta sucesion es convergente a
L, entonces en particular parac = 1 > 0 existe N € N de tal forma
que sin > N entonces |a, — L| < 1.

Ahora bien, paran > N (tambiénn + 1 > N) se tiene
2=la, —aps1| <lan — L]+ |ap1 — L] <14+1=2
lo cual contradice la propiedad de tricotomia.

El lector podré apreciar lo mucho mas corta y simple que es esta
prueba en comparacion con la de la negacion de la definicion

de convergencia.

2.1.3. Ejercicios.

Ejercicio 2.1.1 Muestre que cada una de las siguientes sucesiones
(an)nen SON convergentes.
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a) a, = (—1)"/n. d) a, =2n/(n+1).
b) a,=1/(2n+1) e) a, =n/(3n+1).

c) a, =5/(2n). f)a,=02n—-1)/3n+1).
Ejercicio 2.1.2 Sea (a,),en una sucesion dada.

» Muestre que si (a,),en converge a L entonces (|a,|),en cON-
vergea|L|.

» De un ejemplo donde (|a,|).cn Sea convergente pero (a,,)nen
no lo sea.

= Muestre que si (|a,|),en converge a0 entonces (a,)nen tam-

bién converge a0.

Ejercicio 2.1.3 Sean (a,),cn una sucesion daday L € R. Muestre

que (a,)nen converge a L siy solo si (|a, — L|),en converge a0.

Ejercicio 2.1.4 Demuestre que (3 ), _, converge a0.
Sugerencia: Utilice la desigualdad de Bernoulli para mostrar primero

que2™ > 1+n > n.

Ejercicio 2.1.5 Generalice el ejercicio anterior: Sear > 1 un ntime-
ro dado. Demuestre que la sucesion () _ converge aO0.
r™/neN

Sugerencia: Existe 6 > 0 conr = 1+ 6, utilice desg. de Bernoulli

Los dos siguientes ejercicios son de importancia teérica, pues di-
cen que para la convergencia de una sucesion no importa lo qué

pase al principio, sino al final.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Ejercicio 2.1.6 Sea (a,),cn Una sucesion dada y sea Ny € N un
natural prefijado. Se define una nueva sucesion mediante b,, =
aNy+n—1- Muestre que (a,,),en es convergente siy solo si(b,),en tam-
bién lo es.

Ejercicio 2.1.7 Sea (a,),en Una sucesion dada y sea Ny € N un
natural prefijado. Se eligen ahora constantes arbitrarias

1,09, ,cn, € Rysefijan. Con esto se define una nueva sucesion
(bn)nen mediante

c, Sin <Ny
b, =

a, en otro caso.

Muestre que (a,,),en es convergente siy solo si (by,),en-

Ejercicio 2.1.8 Sea (a,),en una sucesion dada y L € R. Con esta
se construyen otras dos sucesiones (p, )nen ¥ (in )ney mediante p,, :=
aon ¥ in = aony1. Demuestre que las siguientes afirmaciones son
equivalentes

" (ap)nen cOnvergea L.
= Ambas sucesiones (p,)nen ¥ (in)nen cOonvergen a L.

Ejercicio 2.1.9 (Sumas de Cesaro) Sedice que una sucesion (a,,)nen

es Cesaro-sumable si la sucesion (s,,),en dada por
L a1+a2+-~'+an

Sp -

n

es convergente. Demuestre las siguientes afirmaciones.

» Toda sucesion convergente es Cesaro-sumable. De modo mas
preciso, si la sucesion (a,),en converge a L entonces la suce-

sion asociada (s, ).cn converge a L.
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m Si una sucesion es Cesaro-sumable entonces no necesaria-

mente es convergente.

Sugerencia: Para el primer punto: si en algiin momento se fija N € Ny
sedefine la constantec := a1 +ax+- - -+an entonces la sucesion (c/n)pen

converge a 0.

2.2. Propiedades aritméticas de sucesiones

convergentes

A continuacién se empezara con el estudio de las propiedades
aritméticas de limites de sucesiones convergentes, estas propie-

dades son importantes para manipular algebraicamente sucesiones.

Proposicion 2.2.1 (Sumas de sucesiones convergentes) Sean
(n)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones en R las cuales convergen a L y
a M respectivamente. Se tiene entonces que la sucesion de sumas

(an + by)nen €S también convergente con limite L + M.

Demostracién: Sea ¢ > 0. Para el positivo /2 es posible encon-
trar N1, N> € N respectivamente tales que:

n>N = |a,—L| <¢e/2,

n> Ny = |b, — M| <¢e/2.
Sea N := max{N;, N,}, asi N > N, y por tanto paran > N se

cumple n > N;, j = 1,2, y con esto las implicaciones anteriores,

asi paran > N se tiene

|(@n +bn) = (L + M) = [(an = L) + (b — M)
< lap — L]+ |b, — M| <e/2+¢/2 =c¢.

Des. tria.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Esto concluye la prueba de que lim (a,, +b,) = L + M.

n—oo I:I
Antes de analizar el producto es conveniente recordar el siguien-
te concepto.

Definicion 2.2.1 Se dice que una sucesion (a,),en e€s acotada si

existe M > 0 de tal modo que |a,| < M para todon € N.

Es lo mismo decir que una sucesion (a,),cn €s acotada a decir
que el conjunto de ntimeros reales {|a,| : n € N} es acotado su-
periormente. El siguiente resultado dice que ésta es una propie-
dad de todas las sucesiones convergentes.

Teorema 2.2.1 Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracion: Sea (a,),cy Una sucesion convergente a L € R.
Para1 > 0 existe N € N con la propiedad de que sin > N en-
tonces |a, — L| < 1. Paran > N se tiene, de la desigualdad del

triangulo, que
an] < Jan — L+ L| < |ay — L| + L] < 1+ |L|.

Sea M, := méx{|ay|, |as], - ,|an|}, se considera entonces el nime-
ro M = max{M;,1+ |L|}. Claramente |a,| < M paracadan € Ny

por tanto la sucesion es acotada. 0

En la practica esta propiedad es de mucha utilidad al mostrar que
alguna cierta sucecion no es convergente, esto se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1 La sucesion (a,)nen = (2n—1),en 1O es convergen-
te. Si esta sucesion fuera convergente entonces deberia ser acotada,

segun el teorema 2.2.1, por algtin niimero M > 0. Ahora bien, de
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la,| < M etiene2n —1 < M yasin < (M +1)/2 para todan € N;
esto ultimo contradice la propedad arquimediana, es decir, con-

tradice que el conjunto N no es acotado superiormente.

Proposicién 2.2.2 (Producto de sucesiones convergentes) Sean
(an)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones en R las cuales convergena L y a
M respectivamente. Se tiene entonces que la sucesion de productos

(anbn)nen €s convergente con limite LM.

Demostracion: Sea ¢ > 0; se esta interesado en analizar la dife-
rencia |a,b, — LM|.

|anb, — LM| = |anb, — a, M + a,M — LM|
= |ay (b, — M)+ M(a, — L)|
< |ap||bp, — M|+ |M]||a, — L.

Prop. 1.4.6

Teniendo en cuenta que
|anb, — LM| < |a,||b, — M|+ |M||a,, — L|

sera facil ver el como se debe proceder para lograr que
|a,b, — LM| < . Como (a,).en €S cOnvergente, por la prop. 2.2.1,
existe una constante X > 0 de tal forma que |a,| < K, con esto

se logra ver, por transitividad en desigualdades, que
|anby, — LM| < K|b, — M| + |M||a, — L|. 2.1)

Dado que (a,,)nen ¥ (b, )rnen SOn convergentes es posible elegir
N1, Ny € N de tal forma que:
€
n>N = |a, — L| < ————,
=M= | | 2(|M|+1)
€
> N. b, — M| < —.
n > Ny = |b, | < 5K
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Sea N = méax{N, N, }. Ahora bien, paran > N > N; se tiene
la,b, — LM| < Klb, — M|+ |M]||a,, — L|
(2.1)

9 19
K M|
ox Mg

e L
2 2\ M|+1 2 20T

lo cual demuestra que efectivamente a,,b, — LM. 0

Se ha utilizado mas de una vez, un paso del tipo a partir de N,
se cumple tal cosa 'y a partir de N, tal otra, el procedimiento pa-
ra obtener una sola N tal que a partir de ella se cumplan ambas
cosas a la vez es claro: basta tomar N = méx{N;, N»}. Se reco-
mienda por tanto resolver el ejercicio 2.2.1 ahora, dado que di-
cho resultado se estard utilizando a partir de este momento.

Corolario 2.2.1 (Combinaciones lineales de sucesiones conver-
gentes) Sean (a,)nen ¥ (bn)nen SUCeSiOnes convergentesy sean \, . €
R. La sucesion (c,)nen dada por las combinaciones lineales c,, =
Aa,, + pb,, es también convergente. Mas atin se tiene

lim ¢, = A lim a, + p lim b,.
n—oo n—oo n—o0

Demostracién: Sean Ly M los limites correspondientes, es decir
a, — Lyb, — M. La sucesion constante (\),cy €S conver-
gente segln el ejemplo 2.1.2 asi que, por la proposicion 2.2.2 la
sucesion (\ay, ),en converge a A L. Por las mismas razones (b, ) nen
converge a ;M. Basta ahora usar la prop. 2.2.1 para concluir que

(¢n)nen converge a AL + M. 0

Ellector debe observar lo que el corolario anterior dice en el caso

especial en que i = 0.
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En lo que respaecta a las operaciones aritméticas basicas hace
falta estudiar la division. Antes de esto serd de utilidad demostrar

el siguiente reultado de importancia tedrica.

Teorema 2.2.2 (Preservacion del signo) Sea (a,,),cn una sucesion
convergentea L € R,. Existen entoncesd > 0y N € Nde tal forma
que:

n>N=—a,>0d>0

Demostraciéon: Como a,, — L, para el positivo /2 > 0 es posi-

ble encontrar N € N tal que:

L
n2N=>|an—L|<§.

Se afirma ahora que estos § := L/2y N son los que se buscan.

B L/2

| ( |
\ I

0 L

~N—

En efecto, sin > N entonces L/2 > |L—a,| > L —a, yal trasladar

L/2>L—a,cona, — L/2setienea, > L/2=20 > 0. u

Debe observarse que si una sucesion converge a un nimero po-
sitivo, todos, salvo quizds un niimero finito de sus elementos, son
también positivos y de hecho mayores que un cierto positivo §.
También se hara referencia al siguiente resultado como preser-

vacion del signo.

Corolario 2.2.2 Si una sucesion (a,),cy converge a un niimero
L < 0 entonces existe N € N yo > 0 tal que para todon > N
setienea, < —6 < 0.
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Demostraciéon: Usando la proposicion de combinaciones linea-
les de sucesiones convergentes (prop. 2.2.1) se tiene que (—a, )nen
converge a —L > 0y por el teorema 2.2.2 existend > 0y N € N
tales que sin > N entonces —a,, > 6 > 0 conlo cual a,, < —§ < 0.

U

Proposicion 2.2.3 (Cocientes de sucesiones convergentes) Sea
(an)nen Una sucesion convergente a L y (b,),en Una convergente a
M # 0. Se tienen entonces que

a) (1/b,)nen convergeal/M,
b) (a,/by)nen convergea L/ M.

Demostraciéon: Antes de empezar con las demostraciones debe
observarse que, por la de preservacion del signo, se tiene que
b, # 0 para todan € N, salvo quizas para un namero finito de
naturales n. Esto muestra que tanto los reciprocos como los co-
cientes definidos en el enunciado tienen sentido. Se supondra
por lo tanto que b,, # 0 paratodan € N.

a) Sea ¢ > 0, se quiere acotar la diferencia

11 |- M| 1 ( 1 )
bn M‘ [l M] - [M]\[bn]

Los factores de la derecha ayudan a hacer dicha tarea; sea N € N
de tal modo que sin > N entonces 0 < § < |b,| (preservacion del
signo). Cambiando N por una mas grande si es necesario (ver
ejercicio 2.2.1), se puede suponer que paran > N se tiene tam-
bién que |b, — M| < £(§|M|). Ahora bien, sin > N se tiene

1 1 1 1 1 1
E‘M\ —M(m) b = M| <M(5) =0 =<
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b) Aqui basta observar que a,, /b, = a,(1/b,) y utilizar la proposi-

cién 2.2.2 con a). 0

Las propiedades aritméticas discutidas en la seccion son un ar-
ma fuerte para demostrar convergencia de sucesiones con cierta
complejidad aritmética. A continuacion se ilustra esto mediante

un par ejemplos.

Ejemplo 2.2.2 Se tienen:

» (1/n?),en converge a 0. De hecho usando induccion se tiene
S

que (1/n*),.cx converge a0.
» q, = (5n? + 13n)/(15n* — Tn) — 1/3.

Las afirmaciones anteriores se demustran como sigue.

a)1/n* = (1/n)(1/n) asi que por prop. 2.2.2 dicha sucesion conver-
gea0(0) = 0. La afirmacién general es por induccion matemadtica
(hagalo) usando que

1/n% = (1/n* 1) (1/n).

b) Primero se reescribe a,, como sigue

. = (5n% + 13n) B 5+ 13(3)
n - 1

L(15n2 —7n)  15-7(%)

Elnumerador esc,, = 5+13(%) y el denominadoresd,, = 15—7(-5).
El numerador es una combinacion lineal de la sucesion armonica
(que converge a0) y la sucesion constante 1, asi que converge a (ver
coro. 2.2.1) 5 + 13(0) = 5. El denominador es combinacién lineal
de la sucesion constante1y (1/n?),en que converge a0 pora). Nue-
vamente por el coro. 2.2.1 se tiene que d,, —> 15 — 7(0) = 15 # 0.
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Por ultimo, observe que es posible aplicar la proposicion 2.2.3 pa-
ra concluir que
Cn

5
= 2 s,
= 5=

Hay que tener cuidado al aplicar las propiedades aritméticas de
las sucesiones, éstas requieren que se sepa o demuestre previa-
mente que se tienen sucesiones convergentes, para con ellas ob-

tener otras convergentes mediante operaciones aritmeéticas.

Otra operacion aritmética importante es la de calcular raices cua-

dradas, la cual se analiza a continuacion.

Proposicion 2.2.4 Sea (a,),en una sucesion tal que a,, > 0 para
todan € N y tal que a,, — L. Se tiene entonces que L > 0y que

Van — VL.

Demostracién: El hecho que . > 0 es una consecuencia de la
preservacion del signo (teorema 2.2.2) pues si L < 0 entonces
habria una infinidad de nimeros a,, < 0, lo cual no es el caso.

El caso L = 0 se deja al lector (ver ejercicio 2.2.4) ya que es apli-
cacion directa de la definicion, asi que se supondra que L > 0.

Como siempre, se quiere analizar la diferencia

Vi VI = A=t —( 1 )|an—L|'

Van +VL  \ya, +VL

El lado derecho dice cémo se puede proceder: Por el teorema de
la preservacion del signo se puede encontrar N € Ny ¢§ > 0 de tal

forma que a,, > § paratodan > N.
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Al sacar raices y trasladar con /L se obtiene que \/a, + VL >
V6 ++/L, conlo cual (usando prop. 1.4.4) se tiene

1
ywﬂ—wﬁAg(;fzvf)mn—u. 2.2)

Ahora bien, dado ¢ > 0, se puede tomar /N ain mas grande si es
necesario para que también se cumpla que |a,, — L| < (V6 ++/L)e
sin > N.

Paran > N se cumple entonces que

Van—VI| <

@2) (ﬁ) lan—L] < (ﬁ) (Vo+VL)e =e.

O
En este punto se recomienda al lector resolver los ejercicios del
2.2.2 al 2.2.10 para poner en practica el uso de las propiedades
aritméticas de sucesiones convergentes. A continuacion se da
un resumen de las propiedades aritméticas vistas en esta sec-
cion. Se enunciaran como teorema para hacer referencia a ellas
en un futuro, se hara referencia a estas como PA-SC (propiedades

aritméticas de sucesiones convergentes).

Teorema 2.2.3 (PA-SC) Sean (a,)nen ¥ (bn)nen SUcesiones de niime-
ros reales las cuales son convergentes y sean \, i € R.

a) lim (a, +b,) = lim a, + lim b,.

n—o0 n—o0 n—o0
b) lim (A\a, + pb,) = A lim a, + p lim b,.
n—o0 n—oo n—oo
aﬁm@w@:(mn%)QMﬁQ.
n—ro0 n—oo n—oo

d) lim (1/b,) =1/ lim b, siempre que lim b,, # 0.
n—oo n—oo n—oo
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e Jblgo(a”/b") = (lim an)/(nh_glo bn) ‘S‘lemprenh_)n;O b, # 0.

n—oo
f) lim /a, =, /lim a, siempre quea, > 0.
n—oo n—o0

La seccion finaliza con un ejemplo de que las PA-SC pueden uti-
lizarse para adivinar/conjeturar cudl seria el candidato a limite

en caso de que la sucesion sea convergente.

Ejemplo 2.2.3 (Valor de \/ 24+V2+V2+-)

Considere la sucesion dada pora, = V2 y an.1 = /2 + a, para to-

dan € N. Si esta sucesion fuera convergente con limite L, entonces

L = 2. En efecto, observe primero que L > 0 pues cada a,, > 0. Por

PA-SC se tienede a, 1 = /2 + a, que L = /2 + L y de aqui
0=L*-L—-2=(L+1)(L-2).

Como L > 0 se concluye que L = 2.

2.2.1. Ejercicios.

Ejercicio 2.2.1 SeanP;,Ps,- - , Py ciertas propiedades (por ejem-
plo P, puede ser |a,, — L| < €1). Muestre que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

» Paracadaj =1,2,---  k existen constantes N; € N tales que

P; es verdadera para todan > Nj.

» Existe N € N tal que P; es verdadera para todan > N y toda
j=1,2-- k.

Ejercicio 2.2.2 Complete el ejemplo 2.2.2 mostrando por induc-

cion que para cualquer k € N la sucesion (1/n*),cy converge a0.
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Ejercicio 2.2.3 Utilice la definicion para mostrar que
= (1/y/n),en converge a0.

" (5753),,cy CONVEIgE A l/2.

Ejercicio 2.2.4 Sea (a,),en Una sucesion de niimeros mayores 0
iguales a0 y tales que a,, — 0. Muestre que /a,, — 0.

Ejercicio 2.2.5 Analice la convergencia de las sucesiones dadas

a continuacion.

a) (Vn+1 M)nen- c) (1+2n)neN'
) (\/n + 14 ﬁ)neN- a) (1+52n) neN'

Sugerencia: En los dos ultimos utilice el ejericio 2.1.5.

Ejercicio 2.2.6 Sea r > 0. Demuestre que si la sucesion (r"),en
converge entonces necesariamenter < 1.
Sugerencia: Parar > 1 existed > 0 conr = 1+ 9, use la desigualdad de

Bernoulli y el teorema 2.2.1

Ejercicio 2.2.7 Sean (a,)nen ¥ (bn)nen SUcesiones tales que la suce-

sion de sumas (a,, + b,)nen €S convergente.
» Muestre que (a,,)nen €S convergente si y solo si (b,)en Lo es.

= Construya un ejemplo donde ambas sucesiones (a,,)nen ¥ (by ) nen

sean divergentes.

Ejercicio 2.2.8 Sean (a,,)nen ¥ (bn)nen SUcesiones tales que la suce-

sion de productos (a,b,).cn €S convergente.

88



Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

= Muestre mediante un ejemplo que, contrario al caso de la
suma (ejercicio anterior), puede darse que (a,,)nen Sea con-
vergentey que (b,)nen NO.

» Muestre que si (a,)nen converge a L # 0 entonces (b,)nen €S
también convergente.

Ejercicio 2.2.9 Sea (a,).cn Una sucesion que converge a0.

» Muestre que para toda sucesion acotada (b,),cn la sucesion
(anbn)nen converge a 0.

» De un ejemplo de una sucesion (b,),cn y de una sucesion
(an)nen convergente a0 de tal modo que (a,b,),cn converja a
algo diferente de cero.

» Lo mismo que en el punto anterior pero ahora que (a,b,)nen
no sea convergente.

Ejercicio 2.2.10 Construya ejemplos de sucesiones (a,,)nen ¥ (bn)nen
que no sean convergentes pero tales que la sucesion de cocientes
(an/bn>n€N

a) converjaal,
b) converjaaunk # 0 dado,

¢) converja a .

Ejercicio 2.2.11 ;Cudl es el valor de

\/6+\/6+\/6+--- yde \/1+ 1+VI+ -

en caso de existir?
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Ejercicio 2.2.12 A continuacion se definen dos sucesiones (a,,)nen
¥ (by)nen. En caso de que estas sean convergentes, encuentre los

limites correspondientes. a, = 1 = by y paran € N se cumplen

1+ L b 1+ L
Ay, - - n - .
+1 a y +1 140,

2.3. Sucesiones convergentes particulares:

Primera parte

El objetivo de esta seccion es demostrar que {/p — 1 parap > 0,
que 2" — 0si|z| < 1yquetambién 1 +z + 22+ --- = 1/(1 —
x) en ese mismo caso. Esta dltima es llamada serie geométrica.
Ademas de ser todas estas muy utiles en la practica, sus demos-

traciones son bastante ilustrativas.

Antes de enunciar el teorema, el lector debe revisar el ejercicio
1.5.26 y creer por el momento que las raices n-ésimas siempre
existen para nimeros positivos (ésto se demostrara cuando se
haya visto continuidad).

Teorema 2.3.1 Seap > 0. Se tiene que lim /p = 1.
n—oo

Demostracion: La demostracion se dividira en los tres casos de
tricotomia:p=1,p>1yp < 1.

Caso 1: p = 1. Este caso es trivial pues la sucesion es constante.
Caso 2: p < 1. Es posible llevar este caso a el caso cuando p > 1
(con lo cual ése seria el unico caso interesante) de la siguien-

te manera: Supongase que el resultado es cierto para cualquier
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namero mayor a 1. En particular la sucesion ( 1/ p) conver-
neN

ge a 1. Basta ahora observar que

1 1
S = 140
p

P3P

y utilizar PA-SC para concluir que {/p — 1.

Caso 3: p > 1. Observe que 0 < /p — 1 al ser p > 1. Ahora bien
p=(+[Yp—1)" > 1+n[yp-1
rop. 1.4.

de donde al trasladar con —1 y dividir entre n > 0 se obtiene
/p—1 < (p—1)/n. Con esto ya se puede trabajar de manera
facil: Dado ¢ > 0, es posible encontrar N € N de tal forma que
1/n < ¢/(p — 1) siempre que n > N, pues la sucesién arménica
converge a 0. Esta NV es la que funciona: Dado n > N se tiene

YF—11=YF-15 (1) < (p-1)

€
p—1

=¢&.

O
Debe enfatizarse que un paso clave para la demostracion fue la

desigualdad de Bernoulli (proposicion 1.4.8).

Teorema 2.3.2 Seaz € R tal que|z| < 1. Sea s, (z) := 1+ z + 2% +

...+ ", Se tienen

a) (Sucesion geométrica) (v"),cn converge a.
b) (Serie geométrica) (s,(x)),cn convergeal/(1 — x).

Demostracion: a) El caso z = 0 es trivial por lo que solo falta
analizar el caso 0 < |z| < 1. Como 1/|z| > 1 se puede encontrar
r > 0 tal que 1/|z| = 1 + r. Ahora bien

1 1\"
=) =@+ > 1+ 2.3)
|x’7’l |x| Des. Bernoulli
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de donde |z"| < 1/(1 4 nr). Dado ahora e > 0, como N no es
un conjunto acotado superiormente (propiedad arquimediana)
existe N € Ntal que (1 —¢)/(re) < N (sie > 1 basta N = 1).
Esta N funcionara: Para n > N se tiene (por transitividad) que
(1 —¢)/(re) < nyentonces 1 — ¢ < nre de donde al trasladar
con ¢ y dividir entre 1 + nr se obtiene 1/(1 + nr) < . Con esto se

obtiene

|z — 0| = |2"] < <e

@3 1+nr
b) Basta observar que (1 — z)s,(z) = 1 —2"*! (ver ejercicio 1.3.10)
y como x # 1 se tiene que

1 — gt 1-0 1
sp(z) = — =
1—=x 1—=x 1—=x

donde se han utilizado PA-SC con a).

2.3.1. Ejercicios.

Ejercicio 2.3.1 Encuentre el valor de
L 3,0 2
4 16 64
Ejercicio 2.3.2 Demuestre que 0.99999 - - - = 1, recuerde para esto
que se tiene
0.999---::g+i+i+---
10 102 103

Ejercicio 2.3.3 Seam € N fijo.

m Sean( < x1 < xy < --- <z, < 1. Demuestre que la sucesion
(an)nen dada por

an = /1+af +af+- +al,
convergeal.
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= Demuestre que para cualesquieray,y., - - ,ym € R, setiene
la igualdad

lim Q/y{b—i-y’g“—i----—l—ym:méx{yj:1§j§m}.

Sugerencia: Para la primera parte: el teorema 2.3.1 conp = m + 1 le

puede ser muy util.

Ejercicio 2.3.4 Sea (a,),cn Una sucesion convergentea L y tal que

a, > 1 para todan. Se quiere demostrar que (a,l/ "Vnen coOnvergeal.

Demuestre que  n|/a, — V/L| < |a, — L|.

Utilice lo anterior para mostrar que la sucesion de diferen-
cias (d, )nen, donded,, == {/a,, — VL, converge a .

Concluya con lo anterior que ( {/a,) converge a 1.
» ;Qué puede decirse si0 < a, < 1 para todon e Ny L # 0?

Sugerencia: En el peniiltimo punto utilice PA-SC con {/a,, = d,, + VL y

el teorema 2.3.1.

2.4. Monotonia en sucesiones.

En esta parte se probara que los limites de sucesiones preservan
desigualdades, se demostrara la llamada ley de estriccion y se es-

tudiaran sucesiones que crecen o decrecen.

2.4.1. Leyde estriccion.

Se comenzara viendo que los limites preservan desigualdades.
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Teorema 2.4.1 (Monotonia en el limite) Sean (a,),en Y (bn)nen dOS
sucesiones convergentes. Sea N € N tal que a, < b, para toda

n > N. Se tiene entonces que

lim a, < lim b,.
n—o0 n—oo

Demostracién: Sean L = lim a, y M = lim b,. Dado que para
n—s00 n—s00

limites de sucesiones no es importante lo que sucede al princi-
pio con la sucesion, puede suponerse que en el enunciado del
teorema N = 1.

Sea (¢, )qen la sucesion dada por ¢, := b, — a,,. Claramente ¢,, > 0
y por PA-SC se tiene que (¢, ),en converge a M — L. Si se tuviera
que M — L < 0 entonces por la preservacion del signo (corolario
2.2.2) se tendria en particular que existe V; € N de tal modo que
¢, < 0 siempre que n > Nj, pero esto es obviamente falso pues
¢, > 0 paratodan € N. Se concluye por lo tanto que M — L > 0,

esdecir L < M. .

Ojo, puede ser que se tenga a,, < b, para cadan € Ny sin em-
bargo que L = M, es decir, lo estricto de las desigualdades no se
mantiene en el limite. El siguiente es un ejemplo de esto.

Ejemplo 2.4.1 Paraa, = 1/nyb, = 2/n claramente se tiene que
a, < b, yenellimite

lim a, =0 = lim b,.
n—oo n—oo

Un resultado similar al anterior es el siguiente, debe observarse
sin embargo que en el teorema de monotonia en el limite ya se

sabe que los limites involucrados existen.

Teorema 2.4.2 (Ley de estriccidn) Sean (a,,)nen, (bn)nen ¥ (Cn)nen

sucesiones dadas y tales que
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a) a, <b, <c, paratodan € Ny
b) (an)nen ¥ (cn)nen convergen ambas a un mismo nimero L € R.

Se tiene entonces que (b,)ncn €s también convergente y de hecho
lim b,, = L.

n—oo

Demostraciéon: Observe primero que si ya se supiera que existe
lim b, entonces, por el teorema de monotonia al limite (teorema

n—oo

2.4.1), claramente se cumpliria lim b, = L, seguin a) y la trico-

n—oo

tomia de R. Basta entonces demostrar que lim b, existe.

La sucesion de diferencias (¢, — a, ) nen convrze—rgoe a 0 segun las PA-
SC. Ahora bien, con esto y el hecho que 0 < b, — a,, < ¢, — a,, se
demostrara que la sucesion (b, — a,),eny converge a 0. Sea ¢ > 0,
existe N € N de tal modo que |¢, — a,, — 0| < esin > N. Para

n > N se tiene entonces
b, —a, — 0] =b, —a, <c,—a,=|c, —a,—0]<¢

lo cual muestra que efectivamente b, — a,, — 0. Para concluir
la prueba de que (b, ).cn €s convergente basta ahora ver que esta

sucesion es suma de sucesiones Convergentes pues
bn = an + (bn - CLn),

se utilza obviamente PA-SC. O
La ley de estriccion es una herremienta muy util para demostrar

ciertos limites.

Ejemplo 2.4.2 Sea c > 0 una constante dada. Si se define la suce-
sion a,, == 1/(n* + ¢), se tiene que (a,),cn converge a 0. Para ver

esto basta observar que(0 < a,, < 1/n y aplicar la ley de estriccion.
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2.4.2. Sucesiones monotonas

Nuevamente usando el hecho de que lo interesante de una su-
cesion es lo que pasa al final y no al principio, se dara por defi-
nicion de monotonia lo que en otros textos se suele llamar even-

tualmente monotona.

Definicién 2.4.1 Sea (a,),cy Una sucesion dada.
Sedice que (a,,),en €S

= monotona creciente si existe N € N tal que a,, < a,, para
todan > N.

= monotona decreciente si existe N € N tal que a,, > a1
para todan > N.

= monotona si es monotona creciente o decreciente.

= acotada superiormente (respectivamete inferiormente) si el
conjunto asociado{a,, : n € N} es acotado superiormente (res-
pectivamente inferiormente).

En la definicién 2.2.1 se ha dado el concepto de sucesion aco-
tada (a secas). Si una sucesion es acotada entonces claramente
es acotada superiormente e inferiormente. El regreso tambien es
cierto (ver ejercicio 2.4.7).

Teorema 2.4.3 (Teorema de Weierstrass) Toda sucesion monoto-
na creciente y acotada superiormente es convergente. Del mismo
modo, toda sucesion monotona decrecientey acotada inferiormen-
le es convergente.
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Demostracion: Sea (a, ),y Una sucesion monotona creciente y
acotada superiormente. Para demostrar la convergencia se re-
querira primero tener a mano el candidato a limite. Para esto sea
A = {a, : n € N}. Existe L = sup(A) pues A es un conjunto aco-
tado superiormente y no vacio.

Se afirma ahora que nh_)nc}o a, = L. Para ver esto sea ¢ > 0. De
la proposicion 1.5.4 se sabe que existe N € N de tal modo que
L — e < ay < L. Ahora bien, paran > N se tiene, usando la mo-

notonia, que
L—8<CLN§CLN+1§"'§an§L<L+€

lo cual implica que |a,, — L| < . Esto muestra que a,, — L.

El caso en que (a,),en €s mondtona decreciente y acotada infe-
riormente se puede reducir al caso anterior de la siguiente ma-
nera: El conjunto A = {a, : n € N} es acotado inferiormente
con L = inf(A). La sucesion (—a,),en €s acotada superiormente
con limite sup(©A) = —inf(A) = —L (compare con el ejercicio
1.5.11). Basta ahora usar —a, — —L con PA-SC para concluir

a, — L. 0

La demostracion del teorema anterior muestra de hecho quiénes
son los limites en cada caso, a saber, el supremo y el infimo res-

pectivamente; saber esto resulta ttil en algunos casos.

A continuacion se dara una aplicacion del teorema de Weiers-
trass (teorema 2.4.3) para demostrar la existencia de raices k-ési-
mas en general. Es importante observar que al final del capitulo
1 se dejaron de ejercicio algunas propiedades de raices k-ésimas

bajo el supuesto que dichas raices existian.
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Lema 2.4.1 Seak > 2 enteroy sea a > 0 un ntimero real dado. Se

define la sucesion (b,),cn de manera recursiva medianteb, = a y

1 a

n

Se tiene entonces que (b,,),cn converge.

Demostracion: Se demostrara esta afirmacion utilizando el teo-
rema de Weierstrass (teorema 2.4.3), es decir, se mostrara que
(bn)nen €8 monadtona decreciente y acotada inferiormente.

(bn)nen €s acotada inferiormente por 0: Por hipotesis b, = a > 0.

Si ahora se supone (por induccion) que b,, > 0 entonces de

1 a
b = (0= 0+ 5 )

y los axiomas de cerradura de positivos (ambos, de suma y pro-
ducto) se tiene claramente que b,,,; > 0. Por lo tanto 0 es cota
inferior de la sucesion (b,,),en.
(bn)nen €8 mondtona decreciente: Para ver esto conviene reescri-
bir b, de la siguiente forma

boit = by {1 n % (% - 1)1 . (2.4)

b, 1 tiene en efecto esta forma:
1 a 1 a

n n

S P T

Con esto es mas claro como aplicar la desigualdad de Bernoulli:

1/ a k a
E o _ 1k k _
an =b, {1—1—% <_b’,§ —1)} > b, {1+ <_b’fl —1>} = q.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Se ha demostrado en particular que v* > a para todo n > 2. Que
se haya podido usar la desigualdad de Bernoulli se justifica del

hecho que al tenerse a/b* — 1 > —1 se obtiene

l(3—1) S|

kE \ bk k

la dltima desigualdad se da por tenerse k > 2. Ahora bien, sin > 2
se tiene que b* > a para concluir la monotonia: Para n > 2 se
tiene que 1 > a/b*, de donde (1/k) (% — 1> < 0y usando ahora

(2.4) se concluye que
bs1 < bu[l + 0] = by

Con esto se termina la prueba de que (b,),cy €S una sucesion

monotona decreciente. u

Teorema 2.4.4 (Existencia y unicidad de raices positivas) Seak >
2 un enteroy sea a > 0 un numero real. Existe entonces una unica
raiz k-ésima positiva para a, es decir un numero realb > 0 de tal
modo queb* = a.

Demostracién: Sea (b,,),<n la sucesion del lema anterior. Se tiene

que existe el limite b := lim b, y como b, > 0 para toda n se

n—oo

tiene b > 0 por la monotonia al limite. Ahora bien, de b,,; =

i ((k —1)by, + b;%) se obtiene, al multiplicar por kb*~1, que

kbE=tb,, 1 = (k — 1)bF + a. Con esto

kbF = kb* 1 = (k— 1)b* +a

PA-SC
de donde »* = a. Claramente con esto se excluye el caso b = 0y
asi b > 0. Esto termina la prueba de la existencia de la raiz posi-
tiva. La unicidad es trivial del hecho que si 0 < b < ¢ entonces
ko ok
b < c”. 0
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Corolario 2.4.1 Seak > 2 unenteroy seaa € R, a # 0 arbitrario.

a) Sik esparya > 0 existeb > 0 de tal modo que tanto b como —b

son raices k-ésimas de a.

b) Sik esimpar entonces siempre existeb € R conb® = a y ademds
ab > 0 (i.e del mismo signo).

Demostracion: a) Seab > 0 como en el teorema anterior. Se tiene

que k = 2m conm € N, con esto
(=b)F = (=b)™ = [(=b)" = B3] = 4" = b = a

y asi también —b es raiz k-ésima de a.

b) Para k impar, sea a’ := |a| > 0. Nuevamente del teorema ante-
rior existe b; > 0 con b¥ = o’ = |a|. Se define ahora b como b, si
a > 0ycomo —b; sia < 0, con esto ab > 0. Es claro que en el caso
a>0,bF=a =|a| = a.Parael casoa < 0

b = (=) = (=D (b)* = b =—la] = ~(~a) =a.

k impar
En ambos casos a > 0 ya < 0 se puede encontrar la raiz buscada.

0
Para el caso de raices cuadradas habiamos visto una prueba usan-
do infimos y supremos (vea el ejercicio 1.5.23), ahora que ya se
han manejado los conceptos de sucesiones (y se tiene otra prue-
ba), recomendamos que el lector vea una tercera opcion de la
existencia de v/2 usando que la sucesién armoénica (1/n),cy con-
verge a cero (propiedad arquimediana); esta la puede encontrar
en el libro de Abbott [1, Theorem 1.4.5].
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

2.4.3. Ejercicios.

Ejercicio 2.4.1 Utilice el ejercicio 1.4.28 para demostrar que

2
vn <14+ —.
Vn < Jn
Con lo anterior y con la ley de estriccion concluya ahora que la
sucesion (/n),en convergeal.

Ejercicio 2.4.2 Muestre que la sucesion (a,).cn dada por a, =
(3n — 1)/(4n + 5) es mondtona creciente.

Sugerencia: Analice los cocientes a1/ ay,.

Ejercicio 2.4.3 ;Es la sucesion (a,,)nen dada pora,, = (n+6)/(4n+

5) monotona?

Ejercicio 2.4.4 Considere la sucesion dada por a,, = n/3" .
» Argumente que a, 1 /a, — 1/3.

» Usando ¢ = 1/3 en la definicion de convergencia demuestre
que existe N € N de tal modo que a,.1/a, < 2/3 para toda
n > N.

= Demuestre que (a,),cn €S monotona decreciente.

» Concluya que (a,).cn €S convergente.

Ejercicio 2.4.5 Sea 0 < k < 1 una constante dada. Suponga que
la sucesion (a,,)nen Satisface que para todan € N se cumple

0 < apy1 < ka,. Demuestre que (a,),cn es convergente y calcule
su limite.

Sugerencia: ;Quién tiene que ser el limite si existe?
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Ejercicio 2.4.6 Sea(0 < r < 1 dada y considere la sucesion (a,)nen

dada por a,, = nr". Demuestre las siguientes afirmaciones.
" (an41/an)nen €S CORVErgente.

» Existen0 < k < 1yN € Ndetal formaquesin > N entonces

Up41 < kan.

m (nr"),en converge aO0.

Ejercicio 2.4.7 Muestre que una sucesion es acotada si y solo si es
acotada superior e inferiormente.

Ejercicio 2.4.8 Ahora es turno de completar el ejercicio 2.2.11. Sea

(an)nen la sucesion definida pora, = 1y a,1 = /1 + a,. Demues-
tre que

» (a,)nen €S acotada superiormente por 2,
» (a,),en €S monotona creciente.

Concluya que (a,),cn es convergente e indique el valor del limite.

Ejercicio 2.4.9 Para cadan € N sea

1 1 1

» Muestre que (a,),cn €S monotona creciente y
= acotada superiormente, por lo que es convergente.

Ellimite de esta sucesion es denotado ((2) y serd calculado mas adelante.
Sugerencia: Para el segundo punto demuestre primero que para k > 2

: 1 1 1
setzenek—2 < yr il
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Ejercicio 2.4.10 Considere la sucesion (a,),cn dada por
a, = 5"/(1 + 5%"). Demuestre que esta sucesion es monaétona de-
creciente y convergente.

Sugerencia: Para la monotonia analice a,,+1/a,, y el ejercicio 1.4.16.

Ejercicio 2.4.11 Considere la sucesion de sumas (s,)nen dada por

1 Lo,
T n+1 n+2 In+1

Sn
Demuestre cada una de las siguientes afirmaciones.
» Para cadan > 2 se tiene que s,, — s,_1 > 0.
» 5, < 2 paratodan € N.
® (S,)nen €S COnvergente.

Sugerencia: Para el segundo punto conviene (técnica usual en estos ca-
sos) refinar la desigualdad y demostrar que de hecho s,, < 2 — 1 para
todan > 2.

Ejercicio 2.4.12 Considere la sucesion (a,),cn dada por

S
an: “ e —_—
n+1 n-+2 2n

Demuestre que (a,)ncn €S convergente.

Ejercicio 2.4.13 <\/ 21/2vV2v2-- ) Considere la sucesion defi-

nida mediante a; = \/2 y a, 1 = \/2a,,. Demuestre que:

® a, <2 paracadan € N.
» (a,)nen es convergente. Encuentre el limite correspondiente.
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Ejercicio 2.4.14 Considere la sucesion dada por a, = 2 Y a1 =
2\/3\/a,. Demuestre que 1 < a, < 3 para todan € Ny que la
sucesion es convergente.

Utilice lo anterior para hallar el valor de

=

Sugerencia: Analice la monotonia mediante las diferencias a2, — a?

n

(vea el ejercicio 1.5.25).

Ejercicio 2.4.15 (Teorema de intervalos cerrados anidados) Sea
{I,,}nen una familia de intervalos cerrados y anidados descenden-
temente, esto es, tales que I,,., C I, para cadan € N. Demuestre

que ( I, # 0.

neN
Sugerencia: Si I,, = |ay,b,] demuestre primero que (an)nen ¥ (bn)nen
convergen, sean L y M los limites respectivos. Muestre entonces que

L<Myque[L,M]C () L.
neN

2.5. Sucesiones convergentes particulares:

Segunda parte

Una de las sucesiones particulares mas importantes son las rela-
cionadas con la exponencial y el nimero e. Se comenzara dando

un repasando la construccion del nimero e.

2.5.1. El namero e.

Un punto clave en la construccion del namero e es el siguiente el

cual se basa en la siguiente observacion: Para cadan € N se vale
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

("+1>(1—”;1)>1. (2.5)
n n

Esto es facil de ser verificado: (n — 1)(n+ 1) = n? — 1 < n? asi que

al dividir esta desigualdad por el positivo n?(n + 1) se obtiene
que (n — 1)/n* < 1/(n + 1) de donde al reflejar y trasladar con 1
se obtiene

l1—(n—1)/n*>1-1/(n+1).
Para terminar, basta dividir la desigualdad anterior por el positi-

von/(n+1)=1—-1/(n+1).

Lema 2.5.1 La sucesion (a,)neny dadapora,, = (14+1/n)" es monoto-
na creciente.

Demostracién: Se quiere demostrar que a,,_; < a,. Una manera
de atacar esto es considerando los cocientes a,, /a,,_; y mostrando

que son mayores a 1 (esto estd usando que a,, > 0 para toda n).
Ahora bien

an 1 n4+1\" (n—1\""

v () - (50) ()

C(n+1\[n+1 n—-1]"" [(n+1 I

- )b
> <n+1>[1_n—211>1'

Des. Bernoulli n n (2.5)

Teorema 2.5.1 (El niimero ¢) La sucesiona,, = (1+ 1/n)" es con-
vergente. El limite es llamado el nimero de Euler
e:= lim (14 1/n)", dehecho2 < e < 3.

n—oo
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Demostracion: El lema anterior muestra que (a,, ),cy €S monoto-
na creciente, para mostrar la convergencia basta entonces de-
mostrar, segun el teorema 2.4.3, que (a, ),cn €S acotada superior-
mente. Esto es consecuencia de los ejercicios 1.4.29 y 1.4.30 los
cuales muestran (por transitividad) que a,, < 3 para todan € N.
Hasta aqui se tiene que existe el limite ¢ = lim (1 + 1/n)" y que
de hecho e < 3 por la monotonia al limite (tggrogma 2.4.1).
Que e > 2 se sigue de

1\" 1

an:<1+—) > 1l4+n-—=2

n Des. Bernoulli n
por ultimo 2 = a; < as < sup({a, : n € N}) =eyasi2 < e. Seha
utilizado en este caso que el limite e es justamente un supremo

(ver comentarios después del teorema 2.4.3). O

Se tiene otra manera importante de ver al numero e.

Teorema 2.5.2 Seab, = 1+ + 5, + - - - + ;. Se tiene entonces que

(bn)nen converge ae.

Demostracioén: Sea a, = (1 + 1/n)". De los ejercicios 1.4.29 y
1.4.30 se sabe que a, < b, < 3 para todan € N; por lo tanto,
siellimite lim b, existiera entonces éste cumpliria, segin la mo-
notonia al Ti?l?ijte, que e < lim b,. Para mostrar que lim b, existe,
n—>00 n-y00

se demostrara que (b,),cn €s mondtona creciente y acotada su-
periormente por e. Esto mostrara tanto que el limite existe como
que h;m b, < e, conlo que, por tricotomia, se podra concluir que
dich?) lclzfnite es precisamente e.

(by)nen €8 monotona creciente. Esto es claro al ser suma de térmi-
nos positivos: b, 1 —b, = ﬁ > (0 de donde se sigue que b, .1 > b,

paratodan € N.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Para ver que (b, ),y estd acotada superiormente por e se utilizara
la sucesion (a,),cy de apoyo y ciertas manipulaciones algebraicas.

n\ 1 n\ 1 ny 1

an =1+ (1) Gzt ()
_ 1 nn—-1) 1 nn-1)(n-2) 1 nn—-1)---1
R IR

() g 0 (DR (D (025

El paso clave viene a continuacion. Seam € N fijo. Para cualquier
n > m se cumple, por lo anterior, que

1 1 1 1 2 1 1 2 m—1
an > 141+= (1— = )+= (1= =) (1-2 )+ +=(1=-=) (1=-2) .- (21— .
2! n 3! n n m! n n n

Como esta desigualdad se cumple para toda n > m, se tiene

que al tomar limite cuando n — oo (la m se ha fijado, asi que
la cantidad de sumandos del lado derecho no cambia), por las
PA-SC, que

>1+1 ! ! ! =b
e>1+ +i+§+.“+%_ m-

Esto muestra que (al ser m arbitrario) e > b,, para toda m € N,

es decir, e es una cota superior para (b,),cn. Esto concluye la de-

mostracion del teorema. 0

2.5.2. Ellimite de n(a'/" — 1).

Para estudiar este limite serd util recordar primero algo de la no-
tacion de exponentes. Para cualquier nimero a € R se tiene de-
finido ya a”, para cualquier n € N. Si a # 0 se tiene definido
también «" para cualquier n € 7Z; de hecho conocemos como
funcionan las leyes de los exponentes (prop. 1.3.10).

;Qué pasa si el exponente es racional? Se han definido en el capitu-

lo 1 raices n-ésimas de nimeros positivos en general, con esto,
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si a > 0 se puede definir a'/" := {/a. El inciso f) del ejercicio
1.5.27 muestra que se puede definir «/™ como el valor comiin
Va™ = (%/a)" y con esto se entiende el significado de «”, para

cualquier r € Q positivo. Por supuesto a™" := (a") .

Proposicién 2.5.1 Parar € Q ya > 0, el valor de a" no depende
de la representacion del racional r como cociente de enteros.

Demostracion: Seann, m,n’,m’ € Z de tal forma que ™ = ’g—,’ =r.
Seanz = (a™)/"yy = (a™)"", se quiere demostrar que = = y.
De la igualdad de fracciones se tiene que n'm = m/n y por lo tan-
to, usando leyes de exponentes enteros (prop. 1.3.10) y definicion

de raices, que

/

2 = (@) = (@) = @) = e

Del mismo modo se muestra que 4™ = o™, con lo cual se con-

cluye que

(mn/=m'n)
Se tiene entonces que z, y son ambas raices (nn’)-ésimas no ne-
gativas del valor comtn 2™, con lo cual deben coincidir, es decir
Tr =1.
Y O
Es un ejercicio sencillo (de leyes de exponentes de enteros y raices)

el verificar que se valen las leyes de exponentes que se enuncian
a continuacion, por lo que dejamos la prueba al lector.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Proposicion 2.5.2 (Leyes de exponentes racionales)
Seanx,y € R, x,y > 0 yseanr,s € Q. Se valen cada una de las

siguientes afirmaciones.
a) x"x =",

b) (Ir)s — .CL’TS.
e) " =1/x7".
c) z"y" = (xy)".

Se sugiere en éste punto que el lector demuestre algunos casos
del enunciado anterior. Puede empezar con el caso r y s positivos
y puede suporer (seglin la proposicion anterior) ambos niimeros
con el mismo denominador.

Ahora si, se tienen las condiciones para poder demostrar que
existe el limite indicado en el titulo de esta seccion. El valor exac-

to de este limite se estudiara mas adelante.

Teorema 2.5.3 Seaa > 1. La sucesion (a,),en dada por
an = n(a'/™ — 1) es convergente. El limite se denotard por L,.

Demostracién: Como o > 1 se tiene que ¢'/* > 1yasia, > 0 para
cadan € N, es decir la sucesion (a,),cn €s acotada inferiormente.
Para ver la convergencia bastara ahora demostrar que (a,,),en €S
monaotona decreciente.

Sea n € N, se mostrara que a,, — a,,+; > 0. Para facilitar la prueba
se introduce b := a7 0 (que tiene el sentido de exponentes ra-

cionales que se ha discutido).
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Debe observarse que " = QT y "t = aw, con esto:

ap — Gpip = 00" —1) = (n+ )" = 1) =n(" —b") — (" — 1)
=nb"(b—1)—(b" —1)
=nb"(b—1)—(b—1)(1+b+---+0" 1)
=b-Dnb"—1—b—---— 0"
=(b—-D[B" 1)+ @" —b) + -+ (" ="

Ahora bien, la tultima expresion es positiva pues b > 1y asi

V> > > b > 1
con lo cual cada sumando del factor derecho es también positi-

vo; la conclusion es que a,, — a,, 1 > 0. 0

Ejercicio 2.5.1 Usando la notacion del teorema 2.5.3 muestre que
para( < a < 1 se tiene

lim n(a"/™ — 1) = —Lyq.

n—o0

2.6. Subsucesionesy sucesiones de Cauchy.

Es posible estudiar convergencia o divergencia de sucesiones me-
diante el comportamieto de sus subsucesiones. Se comenzara

esta seccion con los elementos basicos de subsucesiones.

2.6.1. Subsucesionesy el teorema de

Bolzano-Weierstrass

A continuacion se tiene una definicion muy importante a la hora

de estudiar la estructura de las sucesiones.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Definicion 2.6.1 Sea (a,),cn una sucesion dada. Considere una
sucesion creciente de nuimeros naturalesn, < ns < ns < ---. Una

sucesion del tipo (a,, )ren es llamada subsucesion de (a,,)nen.

Si se toma n, = k, para todo natural £ € N, se puede ver cla-
ramente que toda sucesion es subsucesion de si misma. En el
ejercicio 2.1.8 ya se ha tenido contacto con subsucesiones par-
ticulares. De hecho, el resultado de dicho ejercicio se puede ge-
neralizar a la siguiente proposicion, la cual resulta muy util a la
hora de probar divergencia.

Proposicién 2.6.1 Sea (a,).cy una sucesion dada y L € R. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) (a,)nen convergea L.

b) Toda subsucesion de (a,,),cn convergea L.

Demostracion: b) = a) es trivial pues toda sucesion es subsuce-
sion de si misma.

Para ver que a) = b) sea (a,, )reny una subsucesion de la suce-
sion dada. Se quiere demostrar que a,, — L. Sea ¢ > 0. Co-
mo a, —> L existe N € N de tal forma que si » > N entonces
la, — L| < €. Ahora bien, el paso clave esta en observar que n;, > k
para todo k£ € N (verifique esto, usando induccién por ejemplo).
Se tiene entonces para k > N que n; > k > N y por lo tanto

la,, — L] < e. 0

La observacién en la prueba anterior de que n, > k para todo
k € Nresulta util algunas veces. Una manera de utilizar la propo-

sicion anterior en la practica es encontrando subsucesiones que
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converjan a diferentes valores para poder concluir que la suce-
sion original no es convergente.

Ejemplo 2.6.1 Lasucesion (a,),cy dadapora, = (—1)"+(—1)""/n
no es convergente. Considere las subsucesiones (asy)gen ¥ (a2k+1) ken-
Usando PA-SC se puede ver que

agk—>1+0:1,

aogr1 — —1+0=—1.

Si la sucesion (a,),en fuera convergente a L entonces por la pro-
posicion 2.6.1 y de lo anterior deberia de tenerse quel = L = —1,

lo cual es absurdo.

También se puede utilizar la proposicion 2.6.1 para encontrar el

limite de algunas sucesiones, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6.2 La sucesion dada por x,, = (1 + 1/(2n))" conver-
ge al valor \/e. En efecto, considere la sucesion (a,).cn del teo-
rema 2.5.1; como ésta converge al niimero e asi lo hacen todas
sus subsucesiones, en particular (as,)nen. Ahora bien, observe que

T, = /a2, asi que de las PA-SC se concluye que x,, — +/e.

Uno de los teoremas importantes en el tema de subsucesiones es
el teorema de Bolzano-Weierstrass. Antes de enunciarlo damos
un resultado técnico.

Lema 2.6.1 Sea (a,)cn unasucesiondada. Si(a,,),en 10 posee sub-
sucesiones mondtonas crecientes entonces posee al menos una sub-
sucesion mondtona decreciente. Un resultado andlogo se tiene al

intercambiar de lugar las palabras decreciente y creciente.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Demostracion: Sea (a,,),cy Una sucesion que no posee subsuce-

siones crecientes. Sea B el conjunto descrito a continuacion

B:={N eN:ay <a,¥m > N}.

Un elemento N € B es tal que ay es elemento minimo de la cola
de la sucesion. Graficamente (representando sucesiones en R?)
se puede decir que N € B si toda la sucesion desptuies de N esta
en la zona gris del dibujo siguiente

A
L]
L]
a2

] CLN .
a1

| | | | .

| | | | >
1 2 N m

La letra B se eligio para la notacion pues sus elementos son los
puntos mads bajos de cada cola de la sucesion. Por la definicion de
B, se tiene que sin; < n, son elementos de B entonces a,, < a,,,
esta observacion es clave para probar la afirmacion siguiente: No
puede existir una cantidad infinita de elementos en B, en efecto,
sin; < ny < ng < --- estuvieran todos en B entonces se tendria
que (an, )ren €S una subsucesion monotona creciente, lo cual no
puede existir por hipdtesis.

Ahora bien, como el conjunto B es finito (puede ser vacio) se
puede tomar N € N de tal modo que sin > N entoncesn ¢ B.
A continuacion se va a describir como encontrar una sucesion
monotona decreciente. Sea n; = N, como n; ¢ B existe ny > n
de tal forma que a,, < a,,. Nuevamente, como n, ¢ B (pues

ny > N) existe n3 > n, de tal forma que a,, < a,,. Continuando
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de este modo inductivo, se obtienen naturales n; < ny < --- tales

que la subsucesion (a,, )ren €s monoétona decreciente.

Una manera de reescribir el lema anterior es la siguiente:
Toda sucesion de ntimeros reales posee una subsucesion monotona.

Se ha visto que toda sucesion monoétona acotada es convergente
(teorema 2.4.3), asi que aplicando este resultado a subsucesiones
monotonas (que existen por el lema previo), se puede demostrar

el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Teorema 2.6.1 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion acotada de
niimeros reales posee una subsucesién convergente.

2.6.2. Sucesiones de Cauchy.

Las sucesiones de Cauchy son sucesiones de un cierto tipo, que
permiten analizar la convergencia sin necesidad de tener a mano
el limite al que la sucesion converge. No en todo espacio las suce-
siones de Cauchy son convergentes como en R, en R sin embargo
la equivalencia se tiene y es muy util.

Definicion 2.6.2 Se dice que una sucesion (a,),cn es de Cauchy si
para cada ¢ > 0 existe N € N de tal modo que para cualesquiera

n,m > N setiene|a, — a,| < ¢.

A continuacion un ejemplo.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Ejemplo 2.6.3 Sea a, = “+tL. La sucesion (a,).cn es de Cauchy.

n

Para ver esto, se deben estudiar las diferencias |a, —a,,|. Sean > m,

lan — am| =

n?+1 m2+1’

em 1111

Q—m'

Lo anterior da la idea de como elegir la N: Dados > 0 sea N € N
de tal modo que 1/N < ¢ (existe por la propiedad arquimediana,).
Asiparan > m > N se tiene

1
|0Jn_am‘§ §N<€7

1
m
con lo cual la sucesion es de Cauchy.

El siguiente resultado da mas ejemplos de sucesiones de Cauchy.

Proposicion 2.6.2 Si una sucesion es convergente entonces es de
Cauchy.

Demostracion: Sea (a,),cy Una sucesion convergente a ; para
ver que esta sucesion es de Cauchy sea ¢ > 0. Como a,, — L
existe N € N de tal modo que sin > N entonces |a, — L| < /2.
Esta N funciona: Sean n, m > N, se tiene

lan—am| < |(an—L)—(am—L)| < |an—L|+|an—L| < e/2+e/2 =¢.
U

Se tiene a continuacion el siguiente lema, el cual es muy util.

Lema 2.6.2 Si una sucesion de Cauchy posee una subsucesion con-
vergente entonces ella misma es convergente y de hecho converge

al mismo limite.
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Demostracion: Sea (a,, ),y una sucesion de Cauchy la cual posee
la subsucesion (a,, )ren que converge a L. Se va a ver que

a, — L.Sea e > 0, de la condicion de convergencia de (a,, )xen
y de la de Cauchy de (a,),.cn €s posible encontrar N € N de tal
modo que sin, m, k > N’ entonces

lan, —am| <€/2 v |a,, —L| <e/2.

Esta N := njys funciona para la convergencia: Sea n > N, asi
n > nys > N’y por tanto

|an - L| = |(an - anN/) + (anNr - L)|

< lan = apy, |+ an,, — L| <e/24¢/2 =¢.

U
Ahora se vera que en R vale el regreso de la proposicion 2.6.2
y por tanto que el ser sucesion de Cauchy es equivalente a ser

sucesion convergente.

Teorema 2.6.2 (Completez de R) Toda sucesion de Cauchy en R

es convergente.

Demostracion: Por el lema 2.6.2 bastard mostrar que toda suce-
sion de Cauchy posee una subsucesion convergente. Para probar
esto, bastara a su vez utilizar el teorema de Bolzano-Weierstrass
(teorema 2.6.1), mostrando que toda sucesion de Cauchy es acotada.
Sea (a,)nen una sucesion de Cauchy. Para 1 > 0 existe N € N de
tal modo que |a,, — a,,| < 1 siempre que n,m > N. En particular
paran > N se tiene

an| = |(an — an) + an| < |an —an| + |an| <1+ |an].
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Se concluye entonces que |a,| < 1 + max{|a1], |az|, -, |an]|} para

cualquier n € N, es decir, (a,),cnes acotada. 0

Debe observarse que el teorema anterior utilizé en su demostra-
cion el hecho clave de que una sucesién mond6tona acotada es
convergente (teorema 2.4.3), resultado que a su vez depende de
la existencia de infimos y supremos (el limite es o infimo o un
supremo), es decir, se requiere el axioma de completez. Dicho
en otras palabras el teorema de completez de R requiere el axio-
ma de completez. De hecho ambos enunciados son equivalentes
y de alla el nombre comun. Para ver la equivalencia faltaria de-
mostrar que si vale el teorema 2.6.2 entonces debe valer también

el axioma de completez.

Se empezard por ver que se puede recuperar el teorema 2.4.3
suponiendo que toda sucesion de Cauchy converge. Sea (a,,)nen
una sucesion mondtona creciente y acotada superiormente por

M (el caso decreciente es analogo).

Si (an)nen no fuera de Cauchy entonces existiria ¢y > 0 de tal mo-
do que para toda N € N es posible encontrar n,m > N tales que

la, — am| > eo.

Tomando N = 1 en lo anterior se pueden encontrar n, > n; > 1
tales que |a,, — a,,| > ¢o. Tomando ahora N = n, es posible
encontrar nz > ny > N tales que |a,;, — a,,| > &o. Continuando
inductivamente, al tomar N = ny, es posible encontrar n;,; >
njy1 = N de tal modo que [a,; , — an,,,| > 0. Observe que la

construccion produce enteros n; < ny < --- 'y €OmMo (ay,)nen €8
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creciente entonces
Any = An, — Ap} + Ap) = |ank - an;§| + Qn, > €o+ An), > &0+ Ang_yq s

usando ahora a,, > ¢y + a,, , recursivamente se llega a a,, >
(k — 1)eg + an,, n1 = 1. Usando ahora la propiedad arquimediana
(que no depende del axioma de completez) se puede encontrar
k € Nde tal modo que k — 1 > (M — a;)/eo con lo cual se tendria
que a,, > M, contradiciendo asi el que M sea cota superior. La
conclusion es entonces que (a,, ),cn debe ser de Cauchy y por tan-

to convergente.

Se concluye entonces que el teorema 2.4.3 se puede deducir de
modo independiente suponiendo cualquiera de las dos versio-
nes de completez.

Proposicion 2.6.3 El axioma de completez y el teorema de com-

pletez deR (teorema 2.6.2) son equivalentes.

Demostracién: De la discusion previa solo hace falta demostrar
que si toda sucesion de Cauchy en R converge entonces todo
conjunto no vacio y acotado superiormente posee un supremo.
Sea entonces () # A C R un conjunto que tiene por cota superior
M € R. Como A contiene a alguna cota superior entonces posee
un supremo segun el ejercicio 1.5.2. Se supondra por tanto que
A no contiene a ninguna de sus cotas superiores.

Se construira ahora una sucesion creciente de elementos de Ay
una sucesion decreciente de cotas superiores de A que conver-
jan a un mismo valor, el cual se probara que es supremo de A.
Para empezar sea ay € A (existe al ser Ano vacio) ymy = M.Aho-

ra bien, ay < myy de hecho por la hip6tesis debe darse ay < my.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Sea z; el punto medio entre ay y m, (explicitamente z; = (ag +
mg)/2, ver el ejercicio 1.4.2). Hay dos casos para z;: que sea o que
no sea cota superior para A.

Caso 1: x; es cota superior para A. Aqui se toma a; := agy my :=

xI1.

'Y o 7Y
@ @ @

Qo Ty mo

Caso 2: r; no es cota superior para A. En este caso existe a € A

de tal modo que z; < a; sean a; := a'ymy := my.

mo

S
S

8
—
Qe

Debe observarse que en ambos casos se tiene a; < m;.

El proceso continta del mismo modo: Si ya se han construido
ap Sag < - Sap <my <o <mg <y

donde cada m; es cota superior de Ay cadaa; € A, se toma ahora
el punto medio z;. de a;, y my. Si ;. es cota superior para A enton-
ces se definen a1 = ax y myy1 = x4, Si en cambio z; no es cota
superior de A entonces existe algun a € A, a > z;, y se definen
Ap41 = A Y Mpyy = My

Por construccion (a,,),cn € monotona creciente y acotada supe-
riormente (por m4) y (m,),cy €n monoétona decreciente y acotada
inferiormente (por a,); se tiene entonces que ambas sucesiones

convergen, supongase a,, — Lym, — N.
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Lo que se hara a continuacion es ver que L. = N y después se vera
que este valor comun es justamente sup(A).

Como el proceso de construccion implica ir tomando puntos me-
dios, es claro que

1
|mn - a'n| S §|mn—1 - an—1| S |mn—2 - an—2|

22

1
2n_1\m1 —(11’ < 2—n|M—a0\

Como 0 < m,, — a, < 5 (M — ag) =t 5 Y (¢/2")nen converge a 0,
se tiene de la ley de estriccion (teorema 2.4.2) que m,, — a,, — 0,
sin embargo por PA-SC se tiene que m,, — a,, — L — N, por lo
que, por la unicidad del limite, L — N = 0, es decir L = N.

La ultima parte de la demostracion consiste en ver que L = sup(A),

lo cual se muestra en los dos puntos siguientes.

= [ es cota superior de A: Dado cualquier a € A se tiene que
a < m, pues cada m,, es cota superior de A. Por la mono-
tonia en el limite (teorema 2.4.1) se sigue de la desigualdad

anterior que a < M = L.

= [ es minima cota superior de A: Sea K € R una cota supe-
riorde A, asi a,, < K paratodan, pues a,, € A. Nuevamente,
de la monotonia en el limite se sigue que L < K.

2.6.3. Ejercicios

Ejercicio 2.6.1 Utilice el ejercicio 2.3.4 para concluir que

1 n
n
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Ejercicio 2.6.2 Sea(0 < r < 1. Suponga que (a,,)ncn Satisface
|an+l - an| S ,rn
para todan € N. Muestre que (a,,)nen es de Cauchy.

Ejercicio 2.6.3 Para una sucesion (a,),en no basta que
|an+1 — a,| — 0 para que la sucesion sea de Cauchy: Muestre que
(an)nen dada por a,, = \/n

= 1o es de Cauchy aunque satisface que
» lim |ap41 — a,| = 0.
n—oo

Ejercicio 2.6.4 Seac > 0 una constante dada. Se define una suce-
sién de modo recursivo mediante a, = ¢ yan1 = 1/(vV/3 + a,).

= Demuestre que |a, 1 — a,| < §|an — a,_1| para todan > 2.

» Muestre que paran > m se cumple
|an = am| < (1/3)"7(3/2)]az — aa.

» Concluya de lo anterior que (a,),cn es de Cauchy.

Sugerencia: En el segundo punto use

‘an - am‘ < ’an - an—1| +---+ |am+1 - am’

Los ultimos dos puntos del ejercicio anterior se pueden genera-
lizar, ese es el objetivo del ejercicio siguiente.

Ejercicio 2.6.5 (Contractividad implica ser de Cauchy) Sea

0 < r < 1. Sea (a,).en Una sucesion que satisface (ser contractiva)
que |a,1 — a,| < rla, — a,_1| para todan > 2. Demuestre las
siguientes afirmaciones.
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» Paran >m > 2 secumple|a, — a,,| < ™' (1) a2 — a1

® (a,)nen €S de Cauchy y por tanto convergente.

Ejercicio 2.6.6 Sean a < b dados. Considere la siguiente sucesion
(an)nen dada por

1
a=a, aa =bya, = g(an,l + a,_o) paran > 3.

» Haga un dibujo en la recta real, en donde vaya situando los
puntos a,, de la sucesion.

» Demuestre que (a,,)nen es de Cauchy.

» Muestre que (as,)nen €S monoétona decreciente acotada infe-

riormente por a.

» Encuentre el valor de lim a,,.

n—oo

Sugerencia: Para el tiltimo punto puede demostrar primero que
ans1 — an = (=1/2)"71(b — a) y utilizar esto junto con el viejo truco de

escribir ap+1 — a1 = (ap+1 — an) + (an — ap—1) + -+ + (a2 — a1).

2.7. 3 Quésignifica V3%
Exponentes reales: o”

Ya se ha discutido qué significa a”, paraa > 0y r € Q. El objetivo
de esta seccion es definir el significado de a”, cuando =z € R es

arbitrario. Se comenzara con el siguiente lema técnico.

Lema 2.7.1 Seaa > 1yseanr > s racionales, se tiene que a” > a°.
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Demostracién: Se puede suponer que » = n/N, s = m/N, con
n,m, N € Z, N € N. Como r > s se tiene que n > m, por lo tanto

a"™ > a™ (al ser a > 1) y al extraer raiz N-ésima se tiene a” > a®. O

El siguiente resultado es importante para algunas pruebas de es-

ta parte, puede verse como un resultado técnico.

Proposicién 2.7.1 Seaa > 0y (r,)nen Una sucesion de racionales
la cual converge a 0. Se tiene que la sucesion de potencias (a'" ) ,en
convergeal.

Demostracion: El caso a = 1 es trivial y el caso a < 1 se puede
reducir al caso a > 1 observando que (1/a)" = 1/a™. Se demos-
trard, por lo tanto, s6lo el caso a > 1.

Sea ¢ > 0, se sabe por teorema 2.3.1 que a'/* — 1y toman-
do reciprocos se tiene que a~'/* — 1. Existe N; € N de tal
forma que

—1/n 1/n

la —1ll<e y la/" —1| <e, (2.6)

siempre que n > ;. Para el positivo 1/N; es posible encontrar
N € N, N > Ny, de tal forma que sin > N entonces |r,| < 1/N;
(pues r,, — 0). Ahora bien, paran > N se tiene
l—e < a ™M <cagm<a/™ < 1+¢,
(2.6) (2.6)
donde en las desigualdades intermedias se ha utilizado el lema
2.7.1 junto con —1/N; < r, < 1/N;. Lo anterior muestra que,

paran > N, se tiene [a™ — 1| < e.

U
La importancia de la proposicion anterior esta en la siguiente
consecuencia que se desprende de ella.
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Corolario 2.7.1 (Independencia de sucesion racional de expo-
nentes) Sea a > 0. Si las sucesiones de niimeros racionales (1,,)nen
¥ (S$n)nen convergen al mismo valor x € R entonces ambas suce-
siones de potencias (a™ )nen ¥ (a° ) nen SON convergentes y de hecho
convergen al mismo valor.

Demostracién: Primero se vera que, en caso de ser alguna de las
sucesiones convergentes, entonces la otra también lo seria y el
valor del limite seria el mismo. Si (a""),,cy €5 cOnvergente, se tiene
que

rn+(5n77‘n) Sn—"rn

r
— a"a
Prop. 2.5.2

a’ =a
Ahora bien, al aplicar PA-SC y la propocison 2.7.1 se puede con-
cluir de lo anterior que a*» — h;m am.
De todo lo anterior, se sabe ahosa (;Oue bastard ver la convergencia
de (a"),en para alguna sucesion adecuada de racionales (7,),en
que seavconvergente a x. Sea (r,),ey Una sucecion de raciona-
les que sea monotona creciente y sea N € N un natural con
N > z = sup({r, : n € N}). Al igual que antes, puede supo-
nerse quea > 1 pueselcasoenque0 < a < 1 sereduce a estey el
caso a = 1 es trivial. Debe observarse ahora que, del lema 2.7.1,

se tiene que

a’m S a’n L S CLN
lo cual muestra que (a™ ),y €s monotona creciente y acotada su-
periormente por o', consecuentemente (a""),cy €S convergente.

U
El corolario anterior dice que el siguiente concepto de potencia
esta bien definido, este es el concepto principal de la seccion.
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Definicion 2.7.1 Seaa > 0 yx € R arbitrario. Se define a* como
el limite lim a™, donde (r,),cn €s una sucesion de racionales con

n—oo

rn — T.

Proposicién 2.7.2 Seaa > 0, a # 1. Six > 0 satisface a* = 1

entonces x = 0.

Demostracién: Nuevamente, tomando reciprocos basta consi-
derar el caso a > 1. Seaa > 1y sea (r,),ey Una sucesion de ra-
cionales convergiendo a z. Si se tuviera x > 0 entonces se podria
encontrar N € N de tal forma que

1/n<x/2 y | — x| < x/2

siempre que n > N. Ahora bien, paran > N, 1 < o'V < a', la
ultima desigualdad puede verse al aplicar el lema 2.7.1 al hecho
que 1/N < 2/2 < r,. Como 1 < a'/V < a™ paratodan > N, se

tiene, de la monotonia al limite, que
l<a/N<a*=1

lo cual contradice la propiedad de tricotomia. Se concluye por
tanto que x > 0 es falso y de x > 0 se debe tener entonces que

xz = 0.

O
Para terminar la seccion se responde la pregunta de cual debe
ser el valor asignado a \/3\/5. Primero, observe que el teorema de
existencia y unicidad de raices positivas (teorema2.4.4) permite
aproximar el valor de v/3 (se puede programar la sucesion y hacer

iteraciones hasta estabilizar los primeros decimales).
V3 = 1.73205080757 - - -
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De hecho la sucesion en cuestion que converge a v/3 esta dada

1 3
bny1 = 5 (bn‘l—E) .

Se obtiene la siguiente tabla de los valores de los primeros térmi-

porb, =3y

nos de la sucesion (b, ),cn, que, por cierto, se estabiliza muy rapi-
do como puede preciarse.

n \1 2 3 4 5 6 7
r \ 3 2 1.75 1.7321428 1.73205081 1.73205080 1.73205080

Con esto se puede ver que es posible tomar (por buena aproxi-
macién) v/3 ~ ¢ := 1.7320508.
A continuacién se analiza v/2 de modo similar, con la sucesién

(7n)nen andloga: r; = 2y

1 2
T'n—&-l:E Tn—|—7a— .

Para /2 conviene mas expresar los valores de r,, en forma racio-

nal (que es la forma que se usa)

n \ 1 2 3 4 5 6 7
r |9 3 1T 577 665857 886731088808 141421356
n 2 12 408 470832 627013566048 108

aunque se muestra a continuacion también la forma decimal pa-
ra ver que dicha sucesion se estabiliza también muy rapido:

n|l 2 3 4 5 6 7
|

rn‘Z 1.5 1.416666 1.4142156 1.41421356 1.41421356 1.41421356

Por ultimo, utilizando lo anterior se puede calcular (aproximar)

el valor de \/5\/5 mediante la sucesion (¢'"),en:
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n | 1 2 3 4 5 6
2.99999997378  2.27950704  2.177513649 2.1745839 2.1745814  2.1745814

c’'n

Se concluye que \/§ﬁ ~ 2.1745. Debe observarse que esta es
una aproximacion del numero dado, el valor exacto se tiene en
el limite de la sucesion (i.e. en el infinito). De todos modos el
lector puede calcular mas valores de la sucesion usada y con-
vencerse que el valor que se da aqui tiene un error de menos de
una diezmilésima. Un analisis correcto del error implica técni-
cas de andlisis numérico, las cuales estan fuera del objetivo de
este libro.

2.7.1. Ejercicios.

Ejercicio 2.7.1 Ahora queya tiene sentido tomar exponentes reales,
adecue la demostracion de la proposicion 2.7.1 para probar el si-
guiente enunciado: Sea a > 0y (,)nen UNa sucesion de numeros

reales convergente a (. Se tiene entonces que (a™" ) ey convergeal.

Ejercicio 2.7.2 Sea (x,),en Una sucesion de niimeros reales con-
vergente ax € R. Muestre que para a > 0 se tiene que o — a”.
Sugerencia: Tome racionales (ry,),en convergiendo a x y use

T =Ty + (Tn — T0).

Ejercicio 2.7.3 (Leyes de exponentes) Seaa > 0. Se valen

a) a*a? = a**v. d) & =a"".
b) (a*)¥ = a™. e) 1" =1.
¢) a®b® = (ab)*, parab > 0. f) a®=1/a".

Sugerencia: Usar sucesiones de racionales y PA-SC.
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Ejercicio 2.7.4 Seaa > 1y seanx > y nuiimeros reales cualesquie-

ra. Demuestre que a® > a¥.
Ejercicio 2.7.5 Seana > b > 1yx > 0. Muestre que a* > b*.
Ejercicio 2.7.6 Seax > 0. Muestre que la sucesion (n*),cyn es

= mondtona crecientey

» 70 es acotada superiormente.

Concluya con lo anterior que sia < 0 entonces lim n* = 0.

n—o0

Sugerencia: Para el segundo punto; si fija N € N con 1/N < x enton-
ces toda cota superior M de (n*),cn produciria la cota superior MY del

conjunto{n € N:n > N}.

Ejercicio 2.7.7 Seana > 1y1 > k > 0. Demuestre el siguiente

limite notable.

sQuépasasik > 12

Sugerencia: Para la primera parte; el caso k = 1 es lo que resuelve el
ejercicio 2.4.6 (tiene que convencerse). El caso 0 < k < 1 se apoya del
caso k = 1 usando la ley de estriccion (teorema 2.4.2). Para la pregunta

final tomeb := a'/* y observe quen® /o™ = [n/b"|* para su andlisis.

2.8. Series: Un tipo especial de sucesiones

Esta parte es dedicada a un tipo especial de sucesion llamada
serie. En cursos de célculo integral se estudian mas a fondo las
series pues junto con técnicas de integracion pueden darse re-

sultados mas interesantes.
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2.8.1. Conceptosy resultados basicos

Se comenzara esta seccion repasando algo de la notacion ¥ para
sumas finitas.
n
Notacion: Para k& < n enteros, se escribe ) a; para representar a
Jj=k
la suma

a + g1+ -+ Ap—1 + Ay

Ejemplo 2.8.1 Ya se han utilizado algunas cosas sobre sumas en
este texto, ahora se escribiran algunas de esas pero utilizando la

notacion X..

» En el ejercicio 1.3.10 se tiene una formula muy util que pue-
de escribirse como

1—z)| i | =1—2"
j=0

» Las desigualdades (que por cierto son muy titiles en los cur-
sos de cadlculo integral) dadas en el ejercicio 1.4.22 pueden
escribirse como sigue

n—1 TLS n n—1 n4 n
) 9 .3 .3
2<3<§@ ¥ Elj<4<§1j.
J= J=

=1 =1

» La formula del binomio (de Newton) puede escribirse

(z+y)" = i (?) 2"y

=0

» La conocida formula de sumacion de Gauss es
Sji=n(n+1)/2.
j=1
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» Las desigualdades de los ejercicios 1.4.29y 1.4.30, que fueron
fundamentales cuando se estudio al niimero e, se pueden es-
cribir como sigue

1\" &1
1+ — < — < 3.
(1+3) =25

Algunas propiedades de la notacion ¥ que son facilies de veri-
ficar (se recomienda al lector verificarlas) son las siguientes, en
donde k < n < m.
L] (Llneahdad) Z(aj + b]) = Z a; + Z bj y Z(CCL]') =C Z a;.
=k j=k j=k = j=k j=k

« (Subaditividad) Y a4, + 3. a; =S aj.
| z

ji=k j=n+1

= (Sumas telescopicas) > c(bjy1 — bj) = c(bpr1 — by).
j=k

A continuacion se dan las dos definiciones mas importantes de

esta seccion.

Definicién 2.8.1 La serie asociada a la sucesion (a,,),en es la su-

n
cesion dada por las sumas parciales s,, := ) a;.
=1

De modo explicito, la serie asociada a (a,,),cn €s la sucesion
(@1,a1 +az, a1 +as+as, ).

Definicién 2.8.2 Se dice que la sucesion (a,,),en es sumable si su
oo
serie asociada es convergente. En este caso se escribe ) a; para

j=1
representar el limite de la serie.
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oo
En principio s6lo deberia poder escribirse ) a; cuando la suce-
j=1
sion (a,),en €s sumable, pues dicho simbolo representa a el limi-
te, sin embargo muchas veces se abusa de la notacion y se escri-

o0

be > a; para referirse también a la serie asociada a la sucesién
j=1

(an)nen- También en este texto se procederd de esa misma mane-

ra, esperando que el lector pueda distinguir con el contexto cual
es el caso.

Los siguientes son ejemplos de sucesiones sumables, las cuales
ya han aparecido en el texto previamente:

Ejemplo 2.8.2 En el teorema 2.3.2 vimos que la sucesion geométri-

ca (" 1) ,en es sumable si |x| < 1y que la serie geométria aso-

ciada converge >_ x' = 1/(1 — x). Como ejemplo particular: Si
=0

a, = (—1)""1/2"=! entonces (a,,),en €s sumable y

- _ 2
1-1/2+1/4—-1/8+1/16 —- —_— = —.
Ejemplo 2.8.3 Enelejercicio 2.4.9 se pidio al lector demostrar que

la serie io: - converge (al valor que se designo como ((2)).

n=1
Ahora toca el turno de exhibir una sucesién no sumable.

Ejemplo 2.8.4 (Teorema de Oresme) La [lamada serie armonica
>~ 1/n no es sumable. Para ver esto, sea s,, la n-ésima suma par-

n=1

cial1+1/241/3+---41/n. Si la serie fuera sumable entonces, por
definicion, la sucesion (s, ).en Seria convergente y por tanto todas
sus subsucesiones serian acotadas al ser también convergentes. A
continuacion se va a ver que la subsucesion (sqn ),en 1O es acotada
superiormente.

131



Se agrupa con paréntsis la suma sy» enn + 1 bloques, cambian-
do de bloque en cada potencia de 2 en el denominador, de modo
explicito:

—w+ (3)+(G1)+ GGratrrg)rot (gt o)
= 2 34 56 78 9n—1 41 on )
Se afirma ahora que el valor de la suma dentro cada uno de los

paréntesis es al menos 1/2; en efecto,

Lo +1>2111—
27-1 41 27 —23 2J 29
—_—

27—1 sumandos

Como la suma sy» se dividié enn + 1 bloques de sumas, cada una
de ellas con valor de al menos1/2 se sigue que son > (n+1)/2, con
lo cual, si existiera una cota superior M para (syn) entonces esto
produciria la cota superior 2M — 1 para el conjuntoN, lo cual no
existe, segtin la propiedad arquimedianda (teorema 1.5.1).

Ahora que ya se tienen a mano ejemplos de sucesiones suma-
bles y no sumables se continuara con los elementos teéricos de
serties. Usando las PA-SC se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.8.1 (Linealidad de series convergentes) Searn (a,),en

¥ (by)nen dos series sumables y sea ¢ € R alguna constante dada.

Se tiene entonces que

a) La serie asociada a (a,, + b,),en €S sumable y ademds
j{: an%—b EE:an+—j£:b
n=1

b) La serie asociada a (ca,,),cn es sumabley Z (can) =c¢ > ap.
n=1 neN
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Una técnica elemental para analizar la convergencia (o divergen-
cia) de una serie es el poder escribir sus sumas parciales como
sumas telescOpicas; se requiere cierta practica. A continuacion

se da un ejemplo para ilustrar esto.

Ejemplo 2.8.5 Laserie Y —— esconvergente. En efecto, la suma

n=1
parcial asociada es
S| & 1 "1 1 1
S”_]lelﬁ—l IE=ACTERCTERY _j21§<2j—1_2j+1>

1

conlocuals, = 5 (1 — oTEs

— (1/2)(1 —0). Se concluye que la
) — (1/2)(1-0) yeq

o
serie dada es convergente y que de hecho Zl MQ%I =1/2.

]:
Las sumas telescopicas son muy utiles, incluso para sucesiones
que no son series. En el ejercicio 2.6.6 se pidio al lector encontrar

el limite de la sucesion

ai=a, aa=>bya, = %(an_l + a, o) paran > 3,
después de demostrar que ésta es de Cauchy. La idea para hallar
el limite (que ya se sabe que existe) es verificar que a,,; — a, =
(—1/2)"1(b — a) y escribir entonces

n n 1 j—1
an+1 —a Telesct')picaz<aj+1 N aj) - Z <_§) (b N a>

J=1 J=1

—0-0) (—%)“ =00 ()

J=1

y como a; = a se tiene de lo anterior que

1 (—1/2)n+1)
1—=(=1/2)

— a+(b—a) <3L/2> =a+(2/3)(b—a),

PA-SC

an+1:a+(b—a)(
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por lo que el limite de (a,,)nen €S a + (2/3)(b — a).

El nombre de suma telescopica viene de que para calcular la lon-
gitud de un telescopio puede irse sumando las medidas de cada
uno de los tramos. De modo gréfico, si se situa un telescopio en
la recta real como se muestra a continuacion, puede facilmente
observarse qué sucede con la medida total del telescopio: por un
lado es a,, — a; pero por otro es justo la suma de cada uno de los

tramos (as — ay) + (a3 — az) + - + (@, — ap_1).

A continuacion se vera una condicion necesaria para que una
sucesion sea sumable. La importancia de esta condicién es que
ademas de que es 1til para decidir la divergencia de una serie,
puede también ayudar (una vez que se tengan mas criterios de
convergencia) a construir sucesiones convergentes a 0.

o o2

Teorema 2.8.1 (Condicién del resto) Si la sucesion (a,,),cn s su-
mable entonces a,, — 0.

o0
Demostracién: Suponga que la serie ) a, converge. Se quiere
n=1

demostrar que a, — 0, para esto sea ¢ > 0. Sea s,, la n-ésima
n

suma parcial asociada, esto es, s,, = > a;. Como (s,,)nen €S con-
j=1

vergente entonces es de Cauchy asi que, para el € dado, es posible
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encontrar N € Ncon |s,, — s,,| < ¢ siempre que n,m > N. Esta N

funcionara: Dado n > N se tiene en particular que

|, — 0| = |spt1 — sn| <€,
donde se aplico que n + 1 > n > N en la tltima desigualdad. -
Como mencionamos anteriormente, la condicion del resto es una

condicion necesaria, pero no es suficiente como lo muestra el si-

guiente ejemplo.

Ejemplo 2.8.6 La serie armonica (ejemplo 2.8.4) es tal que

1 — 0y sinembargo (1/n),en no es sumable.

El punto de fallo en la convergencia de la serie armoénica es que
las sumas parciales, que son de términos positivos, no son aco-
tadas superiormente. Se tiene el siguiente resultado para el ca-
so de series de términos no negativos, la cual reduce analizar la

convergencia a ver que una sucesion es acotada superiormente.

Proposicion 2.8.2 (Criterio de acotacién de sumas) Sea (a,),en
[e.9]

una sucesion de niimeros reales no negativos. La serie >, a,, con-
n=1

verge si y solo si la sucesion de sumas parciales asociada (s,,),cn €S

acotada superiormente.

Demostracion: Las dos direcciones de la prueba son sencillas.
Como toda sucesion convergente es acotada (teorema 2.2.1),
asilo es (s,)nen Y poOr tanto ésta es acotada superiormente.

Como la sucesion (s, ),cn €s acotada superiormente bastara
ver, seglin el teorema de Weierstrass (teorema 2.4.3), que es monoto-
na creciente; esto es trivial pues s,,,1 = s, + ani1 > Sn. O
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2.8.2. Ejercicios

Ejercicio 2.8.1 Sea (a;);en una sucesiony N € N un natural. De-

muestre que (a;) jen s sumable siy solo si (a Nt )jen es sumable.

Observe que esto justifica formalmente que Z a; = Z a;+ Z a;.
j=1 j=N+1
Sugerencia: Si c es la constantea; + as + -+ + ay, (Sn)neN y(t n)neN son

las sumas parciales asociadas a (an)nen ¥ (aN+;) jen Tespectivamente en-

toncest,, + ¢ = syim para cadam € N; use ahora el ejercicio 2.1.6.

Ejercicio 2.8.2 Demuestre que la serie Z Wi), es conver-
gente y encuentre el valor de la suma.

Sugerencia: Usar la linealidad de series convergentes y el teorema 2.5.2.

Ejercicio 2.8.3 Elsiguiente es un problema del concurso nacional
de 1969 de la olimpiada de matemadticas de Canada:

Xn:k!k.
k=1

Sugerencia: Escriba la suma de forma telescopica usando
(k+1)!'=(k+ 1)k

Calcule la suma

Ejercicio 2.8.4 Para cada una de las siguientes series escriba las
sumas parciales como sumas telescopicas y analice la convergen-
cia (o divergencia).

oo

. ZW
. 7;1m - ij#‘inﬂ)
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Ejercicio 2.8.5 Considere la sucesion (a,),en dada por

nn+1/n

RMRCESVOL

Demuestre que (a,),en converge a 1 y concluya con la condicion
o

del resto que la serie _ a,, diverge.

n=1

Ejercicio 2.8.6 Analice la convergencia de la serie

Sugerencia: Demuestre primero que para cualquier natural n se vale

PP IR S UM S |
n?2  (n+1)2 nn+1)) °

Ejercicio 2.8.7 El objetivo de este ejercicio es demostrar el llama-

do criterio de condensacion, resultado que se debe a Cauchy.

Sea (a,,)nen Una sucesion monotona decrecientey tal quea, > ay >

a3 > --- > 0. Sean s, y t, la n-ésima suma parcial de i an ¥
n=1

> 2™agn respectivamente.
neN

» Demuestre que paran < 2™ se cumple s, < t,, y que para
n > 2™ se cumple s, > (1/2)t,,.

» Utilice lo anterior para demostrar que (s, ).cn €s acotada su-

periormente si y solo si (t,),en es acotada superiormente.

= Conelcriterio de acotacion de sumas (proposicion 2.8.2) con-

cluya ahora el criterio de condensacion de Cauchy: > a,

n=1

o0
converge si y solo si ) 2"asn converge.

n=1

137



2.8.3. Pruebas de Gauss, de D’Alembert y de la raiz

Teorema 2.8.2 (Prueba del mayorante, Gauss) Searn (a,)nen Y (bn)nen
sucesiones de términos no negativos y tales que a,, < b,, para toda
n € N. S8i (b,)nen es sumable con suma L asi también lo es (a,,)nen

ysecumple > a, < L.

neN

Demostracién: Sean s, y ¢, las n-ésimas sumas parciales asocia-
das a (a,)nen V (bn)nen respectivamente. Se tiene entonces de la
hipotesisque 0 < s,, < t,yquet, — L.Alser (t,),cn cOnvergen-
te es acotada y existe por tanto M € R de tal forma que ¢, < M
para toda n € N. Por transitividad se sigue que 0 < s,, < M para
todan € N. Basta ahora aplicar el criterio de acotaciéon de sumas
(proposicion 2.8.2) para concluir que (a, ),y €s sumable.

La ultima parte es consecuencia de la monotonia al limite y el

hecho que s,, < t,,. 0

La prueba del mayorante puede ayudar a analizar la convergen-
cia de series complejas en la que se comparan con otras conoci-
das mas simples. A continuacion se da un ejemplo para ilustrar

esta técnica.

Ejemplo 2.8.7 La serie S S +2045)1cos® (5" 43047) (6 orge,

‘ 5727 fnt 1
n=
Claramente se tiene
0< sin?(3" + 2n + 5) 4 cos?(5" + 3n + 7) < 2 _ 2
- Sn42n 441 —Hr 42441 5

De la proposicién 2.8.1y de la serie geométrica, sabemos que Y 2
neN

converge, de hecho converge a Z(ﬁ) —2=5/2—-2=1/2.Dela

prueba del mayorante de Gauss se tiene que la serie de arriba con-

vergey de hecho

138



Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

i sin®(3" + 2n + 5) + cos?(5" + 3n + 7)
42" 4+n+1

<1/2.

n=1
La contrarreciproca de la prueba del mayorante es también muy

atil, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.8.8 La serie i 1/y/n diverge pues0 < 1/n < 1/\/ny
=1

la serie armoénica diverge.

De hecho, es posible generalizar el ejemplo anterior, lo cual se
hard ahora en el siguiente teorema; el lector requiere haber re-
suelto el ejercicio 2.8.7 (criterio de condensacion de Cauchy) pa-
ra los dos ultimos casos de la prueba.

Teorema 2.8.3 (Serie de Dirichlet) La serie i 1/nP converge si
p > 1ydivergesip < 1. i

Demostracién: La prueba se divide en cuatro casos.

Caso 1: p = 1. Se trata de la serie armonica, de la cual ya se sabe
que es divergente.

Caso 2: p < 0. Aqui basta observar quen? < n’ = 1yasil/n? > 1
para todo n € N, de donde, por la condicion del resto (teorema
2.8.1), se tiene que i 1/nP diverge.

Caso03:0 < p < l.nSTé tiene que

- 1 = 1-p\n
2. Gy~ L)

y al ser 277 > 29 = 1 se tiene que (2!77)" > 1 por lo que, por
la condicién del resto se tiene que la serie Z (2'=P)" no puede

ser convergente. Se concluye por el criterio de condensacion de

Cauchy (ejercicio 2.8.7) que Z 1/n? diverge.
n=1
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Caso 4: p > 1. Aligual que antes se tiene Z 2

()"

sear := 57,z < 1y asila serie geométrica Z 2 oy Z ™

1
on\p
) n=1

converge. Nuevamente del criterio de condensac1on de Cauchy

dice que Z 1/n? converge. O
n=1

El valor de i 1/n? parap > 1 es denotado por ((p) y esta asocia-
doala fungi:éln zeta de Riemann. Ya se habia hablado de ((2) en
el ejercicio 2.4.9. Euler demostré que ((2) = 72/6y ((4) = 7*/90,
hecho que no se probara aqui pues requiere de técnicas de series
de potencias.

Ahora se vera otra prueba de convergencia. Para que el lector en-
tienda completamente su demostracion se recomienda que re-
suelva el ejercicio 2.8.1, lo cual cubre una mera formalidad en la

demostracion, un detalle fino.

Teorema 2.8.4 (Prueba del cociente, D’Alembert) Sea (a,,),cn
una sucesion de términos estrictamente positivos y tales que
lim (ay41/a,) = L € R.

n—oo

) S convergentesi L <1,
Se tiene entonces que la serie ) a,, es

n=1 divergentesi L > 1.

Demostracién: Es de observarse que siempre se tiene L > 0.

Caso1:0 < L < 1.Sea k un niumero de tal formaque L < k < 1
(se puede elegir un tal numero por la densidad de Q en R). Para
el positivo ¢ := k — L se puede fijar N € N de tal forma que: n > N

s Gni1
implica que | = — L

< e = k — L. De esto se sigue que

a
n+1_LS

Qn Qn

a”+1—L‘<k;—L
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y al trasladar con L se obtiene en particular & > a,1/a, > 0y
asi a,,1 < ka, siempre quen > N.Paraj € NU {0} se sigue de
any1 < ka, (ejercicio sencillo de induccion) que

0< AN +j < k‘jCLN . 2.7)

Usando linealidad de series convergentes (prop. 2.8.1) y la con-

vergencia de la serie geométrica (pues k < 1) se sigue que >_ axk’
7=0

ay Y. kJ converge; con esto, (2.7) y la prueba del mayorante se
j=0

tiene que la sucesion (ay.;);en €S sumable, por lo que, del ejerci-

cio 2.8.1, se deduce que > a, es convergente.

n=1
Caso 2: L > 1.Aqui se vera que a,, /> 0y asi, por la condicion del
resto (teorema 2.8.1) la serie ) a, no puede ser convergente.
n=1

Sea k un namero fijo tal que L > k£ > 1. Para el positivo L — k se
puedes tomar N € N de tal modo que

= — L] < L — k siempre
que n > N, por tanto —(L — k) < = — [, de donde al trasla-

an

dar con L se tiene k < a,y1/a, y asi a,1 > ka, > a, (usando
k > 1) siempre que n > N. Esto muestra que la sucesion (a,,),en
es monotona creciente y en particular que a,, > ay paran > N,

se sigue entonces o bien lim a, no existe o si existe, por la mo-

n—oo

notonia en el limite (teorema2.4.1), entonces lim a,, > ay > 0,

n—oo

en cualquier caso a,, /4 0. 0

Lo anterior permite dar ejemplos mas sofisticados.

Ejemplo 2.8.9 Seax > 0. Laserie ) z"/n!esconvergente. En
neNU{0}

efecto, la sucesion de positivos (a,,)nen CORa,, = "' /(n—1)! tiene

por serie correspondiente la serie dada arriba. Ahora bien

an+1:$_n‘(”_1)!:f:$ l vr-0=0
an, n! g1 n n ) pasc ’
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asi que de la prueba de convergencia (teorema 2.8.4) se concluye

que > x™/n! converge.

n=0

Esto da posibilidad de definir lo siguiente.

Definicion 2.8.3 Para el niimero x > 0 se define exp(x) mediante

exp(xz) := > a"/nl

neNU{0}

Del teorema 2.5.2 se tiene exp(1) = e.

Es importante mencionar que la prueba de D’Alembert no dice
nada en el caso en que L = 1. De hecho para ésto puede darse
tanto el caso de que la serie converja como que diverja. Esto se
exhibe en el siguiente ejemplo clasico.

Ejemplo 2.8.10 Seana, = 1/nyb, = 1/n% Setienequea,/a, — 1

Ybni1/b, — 1. La serie ) a, divergey > b, converge.

n=1 n=1

Una consecuencia de la prueba del mayorante de Gauss (y de la

convergencia de la serie geométrica) es la siguiente.

Teorema 2.8.5 (Prueba de laraiz) Sea (a, ).y una sucesion con
a, > 0 para todan y tal que existe el limite L = lim {/a,,.

n—oo
. 0 convergesi L <1
Se tiene entonces que » | a, .
n=1 divergesi L >1

Demostracién: La técnica es similar ala de la prueba de D’Alembert.
Casol: L < 1.Seak € RconL < k < 1.Parae =k — L > 0se
puede tomar N € N de tal forma que | /a, — L| < ¢ = k — L siem-
pre quen # N, conesto 0 < /a, < kdedonde0 < a, < k". La
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serie geométrica i k™ es convergente pues 0 < k < 1y asi por
el criterio del ma;glorante se concluye de 0 < a,, < k" que la serie
ioj a, €s covergente.

7(L]:als02: L > 1SeakconlL >k >1.Parac =L — k > 0 elegimos
N e Ndetal formaque |{/a,—L| < ¢ = L—k siempre quen > N.
Con esto se sigue que {/a,, > k > 1paran > Nconlo quea, > 1
para todan > N. Lo anterior dice que o bien (a,),cy DO converge
o0 si converge entonces converge a algo mayor o igual a 1, de la
condicion del resto (teorema 2.8.1) se sigue ahora que (a,,) ey DO

puede ser sumable. .

Nuevamente el criterio no dice nada para el caso L = 1y los
ejemplos que sirven para ver que efectivamente todo puede su-

ceder, son los mismos que los del ejemplo 2.8.10.

2.8.4. Ejercicios.

n+3
n2+5n+8

Ejercicio 2.8.8 Muestre que la serie > es divergente.
n=1

Ejercicio 2.8.9 Se sabe del ejemplo 2.8.5 que la serie Y —— es
n=1

oo
convergente; demuestre sin embargo que ) —— es divergente.
n=1

o o e . . = 1
Ejercicio 2.8.10 Analice la convergencia de n;l T

Ejercicio 2.8.11 Demuestre que (2"n!)/n™ — 0 mostrando que
laserie > (2"n!)/n" es convergentey usando la condicion del resto

n=1
(teorema 2.8.1).
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[e.e]
Ejercicio 2.8.12 ;Es la serie Y 2 convergente?

n=1
Ejercicio 2.8.13 ;Cudles de las siguientes series son convergentes
y por qué?

3 X b > 10
PRSP D o -

n=1 n=1 n=1

Ejercicio 2.8.14 Analice la convergencia de las siguientes series:

i(1+%)n2 y Oo(c/ﬁ—l)2".

n=1 n=1

2.9. Convergencia absoluta

Se sabe del teorema de Oresme (ejemplo 2.8.4) que la serie armoéni-
ca es divergente. Sin embargo si se alternan los signos se obtiene

una serie que es convergente:

1 1 1
s g =In(2
R n(2)

La demostracion de esta igualdad requiere célculo integral (cosa
que no es parte de esta obra) y conocer la funcién logaritmica,
la cual se estudiara mas adelante. Se puede sin embargo dejar el
valor exacto de lado y analizar de la convergencia, que resultara

del teorema de Leibniz (ver el teorema 2.9.1).

Lo anterior muestra que si una serie converge, como en el caso
o

oo
> a, = > (—1)""!/n, entonces la serie de sus valores absolutos
n=1

n=1

o0
no tiene porqué converger, cosa que pasa en el casode ) |a,| =

n=1
%)

1/n. Surgen varias preguntas:

n=1
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oo
= ;Vale la otra direccién?, es decir, 3si > |a,| converge con-

n=1

[e.e]
verge entonces converge también ) a,?

n=1

= ;Se puede imponer una condicién a (a,),ey C R, para ga-
o

rantizar que » _ (—1)"a, converja?

n=1

La respuesta a la primera es afirmativa y es el tema de conver-
gencia absoluta. La segunda se responde con el siguiente teore-
ma que se debe a Leibnizy es citada como la regla de Leibniz para
series alternadas. Se espera que el lector haya resuelto el ejercicio
2.1.8 pues se harSo de este en la prueba siguiente.

Teorema 2.9.1 (Leibniz) Sea (a,).cn uUna sucesion con a; > ay >
.-+ > 0ytal quea, — 0. Se tiene entonces que la serie alternada

[e.e]
S (=1)""a, converge.
n=1

Demostraciéon: Sea (s, ).y la sucesion de sumas parciales aso-
[e.e]
ciadas a la serie alternada > (—1)""'a,. Se quiere demostrar que
n=1
(sn)nen €S convergente; por el ejercicio 2.1.8 bastara demostrar
que (S2,)nen Y (S2n—1)neny SON ambas convergentes y con el mismo
limite. Si ambas sucesiones (s2,,)nen Y (S2,—1)nen CONVergieran en-
tonces el limite tendria que ser el mismo, esto pues basta aplicar
PA-SCa

Son = Sapn—1 — Q2n (2.8)

y el hecho que a;, — 0 para convencerse que dichos limites
coinciden en caso de existir ambos. Lo tinico que queda por de-
mostrar entonces es la convergencia de dichas sucesiones de su-

mas parciales.
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Se tiene que

Son+2 — Sop = Q2p41 — A2pt2 > 0,

Son—1 — Sont1 = —(—Qan + G2p41) > 0

de donde (ss,),cn €S mOnotona creciente y (s, 1)nen €5 monoto-
na decreciente. Ahorabien, laigualdad (2.8) muestra que sy, < so,,_1
(pues az, > 0) y con esto se tiene que

89 <84 <86 < - < S < Sgpy s <83 <8y

con lo cual se ve que s; es una cota superior para la sucesion
monotona creciente (ss,).en Y S2 €5 una cota inferior para la su-
cesion monotona decreciente (ss,_1),en- Por el teorema de Weier-
strass (teorema 2.4.3) se concluye que ambas sucesiones deben

ser convergentes. 0

La idea principal de la demostracion del teorema de Leibniz se

puede resumir en un dibujo:

Sa S4 Ss S3 S1 =1
+a5

+as

Ejemplo 2.9.1 Del teorema de Leibniz se sigue que ambas series
ST (=1)""/ny S (=1)"/\/n son convergentes.
n=1

n=1
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Capitulo 2. Sucesiones de nimeros reales

Ahora toca el turno de responder la otra pregunta hecha al inicio
de la seccion.

oo
Teorema 2.9.2 Si la serie ) |a,| es convergente entonces asi tam-

n=1

o0
biénloes > a,.

n=1
Demostracion: Sea b, :== a,, + |a,|. Si se demuestra que (b, ),cn €S
sumable entonces por la linealidad de series convergentes (prop.
2.8.1) se tendra de a,, = b,, — |a,| que (a,),en €S Sumable.
La prueba de que (b,),cn €s sumable es como sigue.
De a,, < |a,| se obtiene que 0 < b,, < 2|a,|, con lo cual es facil ver

de la hipétesis de que > |a,| es convergente y de la prueba del

n=1
mayorante de Gauss (teorema 2.8.2) que > b, converge. C
n=1

Definicion 2.9.1 La serie ) a,, se dice

n=1

o0
= absolutamente convergente si ) |a,| converge (y entonces

n=1

(o)
también ) a, converge),

n=1
» condicionalmente Convergente sies convergente pero no ab-

solutamente convergente.

Ejemplo 2.9.2 La serie alternada »_ (—1)""'//n es convergente
n=1

segun el teorema de Leibniz (teorema 2.9.1) pero no es absoluta-

mente convergente segtin el teorema 2.8.3; por lo tanto > (—1)"*1 /¥/n

n=1

es condicionalmente convergente.

Hay propiedades importantes de series absolutamente conver-

gentes, como el hecho de que estas se pueden reordenar, cosa
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que no sucede con series condicionalmente convergentes. Esto
es importante pues dice que el orden de los sumandos si afecta
la suma. Aqui se esta dejando estos temas fuera pensando que
seran cubiertos en un curso de célculo integral, existen muchos
mas resultados sobre series en general que pueden darse ya te-
niendo a mano la herramienta del cédlculo integral; de hecho la
eleccion de los temas en esta parte de series ha sido minima, pa-

ra complementar la parte de sucesiones.

2.9.1. Ejercicios.

Ejercicio 2.9.1 Sea (a,),cn como en el teorema de Leibniz (teore-

o0

ma 2.9.1) ysea L = > (—1)""'a,. El error |L — s,| de la suma

n=1

respecto a una suma parcial s,,, se puede estimar de

0 < (=1)"(L — s,) < an+1. Demuestre estas desigualdades.

Ejercicio 2.9.2 Dada una sucesion (a,),cn Se definen otras suce-
siones (a} )nen ¥ (@, )nen mediante
a, Sia, >0 a, Sia, <0

0 sia, <0 0 sia, >0
Demuestre la equivalencia entre las siguientes dos afirmaciones.

o
a) > a, esabsolutamente convergente.

n=1

o0 [e.e]
b) > afy > a, son ambas convergentes.

n=1 n=1

Sugerencia: Escriba relaciones entre los términos a;’, a,, y|an|.



Parte 11

Limites y continuidad de

funciones reales de variable
real






Funciones y sus limites.

Este capitulo contiene el concepto de limite de una funcion. Se
dard la definicion clésica e — 6 aunque se dard mas énfasis en su
equivalencia por sucesiones.

Primero se dan unas palabras sobre funciones en general.

3.1. Repaso de funciones

Formalmente hablando, una funcién f de un conjunto A a un
conjunto B (denotado f : A — B) es un subconjunto (que se
denotara también con f C A x B) del producto cartesiano A x B

satisfaciendo lo siguiente:
= Si(a,b;) = (a,by) estan en f entonces b; = bs.
» Paracadaa € Aexiste un b € B de tal forma que (a,b) € f.

Observe que el elemento b € B del segundo punto es tinico segun

el primer punto, por tanto se suele denotar a dicho b como f(a).
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La funcién entonces depende de como se elijan los valores en B,
esto es

f={(a, f(a)) :a € A}.

En la préctica se puede imaginar una funcion f como una ma-
quinita que trabaja con materia prima los elementos de A, uno
mete un a € A ala maquinita f y ésta arroja de producto proce-
sado un elemento de B, a saber f(a).

Algunos elementos importantes de las funciones son el dominio,
que es el conjunto A, el contradominio, que es el conjunto B, la
imagen Im(f) := {f(a) : a € A} C Byla regla de asignacion, que
dice qué valor de B le corresponde aun a € A.

f(a)

La funcion identidad 1, : A — A esla funcién {(a,a) : a € A};
una funcién constante es una del tipo {(a,by) : a € A}, donde
by € B es fijo.

Se termina el repaso de funciones recordando los siguientes conceptos.
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Definicién 3.1.1 Sea f : A — B una funcion. Se dice que f es
» inyectiva si f(a;) = f(az) implicaa, = as.
» suprayectiva si Im(f) = B.
» biyectiva si es tanto inyectiva como suprayectiva.

» invertible siexisteg: B — Atalquefog=1gygof = 1,.

En los cursos de l6gica y conjuntos se demuestra (hagalo aqui a
manera de ejercicio o repaso) que una funcién f es biyectiva siy
solo si es invertible, dicha inversa es tinica y es denotada por f .

3.2. El concepto del limite: ¢ — §.

Antes de dar la definicion de limite se necesitara el concepto de
punto de contacto de un subconjunto de ntimeros reales. En mu-
chos libros no se pone atencion a esto, pero el lector astuto se
dara cuenta que es un error pasarlo por alto, pues generaria limi-
tes vacios (o mas bien existencia de limites por vacuidad). La jus-
tificacion de muchos autores es que de todos modos los ejem-
plos interesantes son funciones con dominios intervalos (de mas
de un punto). Aqui se ha optado por definir puntos de contacto,
este enfoque abarca incluso al de limites laterales, haciendo que

estos ultimos sean inecesarios de definirse.

3.2.1. Puntos de contacto.

Definicion 3.2.1 Sea D C R ya € R. Se dice que a es punto de
contacto de D si para cada § > 0, el intervalo Us(a) := (a—0,a+9)

153



centrado en a, contiene al menos un elemento de D — {a} (es decir

Us(a) N[D — {a}] # ).
Unas observaciones importantes son las siguientes:

= El punto de contacto a € R no tiene porque ser elemento de
D (aunque puede serlo); a solo debe estar muy cerca de D.

= Aln cuando se de que el punto de contacto esté en D, es
decir a € D, se debe poder encontrar otro elemento de D

en el intervalo Us(a).
» Un punto z € Restd en Us(a) siysolosi |z — a| < §.

Se ha usado D para representar el conjunto pues mas adelante D
representara el dominio de una funcion. A continuacion se tiene

un par de ejemplos para aclarar un poco mas el concepto.

Ejemplo 3.2.1 0 € R es punto de contactode D := {+ : n € N}.
En efecto, sea 6 > 0, por la propiedad arquimediana se sabe que
existen € Ncond > = = |2 — 0|, asi

L Us(0) D~ {0)].
Ejemplo 3.2.2 Se tiene que cualquier a € (0,1) es punto de con-
tactode D = (0,1). De hecho 0,1 también son puntos de contacto
aunque la comprobacion de esto tiltimo se le deja al lector (vea el
ejercicio 3.2.2). Para demostrar quea € (0, 1) es punto de contacto,
sead > 0;setomac := (1/2) min{l — a,a,d}.
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Es un ejercicio sencillo demostrar que U.(a) C Us(a) N (0,1) (ver
ejercicio 3.2.1). Con esto y la densidad de R se puede tomar x € R
tal quea — € < x < a y claramente se tendra que

z € Ua) —{a} C Us(a) N[(0,1) — {a}].

En el primer ejemplo el punto de contacto no pertenece al con-
junto D, en el segundo ejemplo si. Ahora ya se tienen las bases
para empezar a trabajar con el concepto del limite, esto es lo que
se hara en la siguiente seccion a continuacion. Para terminar esta
seccion se deja un resultado técnico que dara sentido al teorema
de equivalencia entre limite de funcion y el de limite de sucesio-
nes (vea el teorema 3.3.1).

Proposicion 3.2.1 Seaa € R un punto de contacto para D. Existe
entonces una sucesion (d,),cn de elementos de D — {a} tal que
d, — a. La sucesion puede tomarse de puntos todos diferentes
entre si.

Demostracién: Para 4, := 1 > 0 es posible encontrar d; € U;(a) N
[D — {a}] pues a es punto de contacto de D. Observe que d; €
D — {a} y que 62 := min{1/2,|d; — a|} > 0. Se puede enton-
ces encontrar dy € Us,(a) N [D — {a}]. Claramente dy # d; pues
|do — a] < 62 < |dy — a|. El proceso contintia inductivamen-
te: Supongase que se han construido d,,ds,--- ,d,_; elementos
de D — {a} todos distintos entre si, con |d; — a|] < ¢; < 1/j,
j=1,2,---n—1.Sea

1
O 1= min{—, |dy —al,|ds —al, -, |dn_s —a|} ,
n

claramente 0 < ¢,, < 1/n. Usando nuevamente que « es punto de

contacto de D se puede elegir d,, € U;, (a) N [D — {a}]. Se tiene en
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particular que |d,, —a| <, < |d; —a|paraj=1,--- ,n—1porlo
que d,, no coincide con ninguno dedy, - - - ,d,_;. Se ha construido
hasta aqui una sucesion (d,, ),y en D — {a} de elementos todos
distintos entre si, la demostracion de la proposicion concluye si
se prueba que d, — a. Sea ¢ > 0, por la propiedad arquimedia-

naexiste N € Ncon 1/N < e.Paran > N se tiene entonces

1
d,—al <, <—-—<—=<e.
dy—a] <6, <~ < <

S|

U
El regreso de la proposicion es también valido; para ver esto se

sugiere resolver el ejercicio 3.2.5.

3.2.2. Definicion de limite.

Alo largo de esta seccion D representa un subconjunto no vacio
de R.

Definiciéon 3.2.2 Sean f : D — R, a un punto de contacto de
D y L € R. Sedice que la funcion f tiende a L en a (0 que limite
de f(x) es L cuando z tiende al valor a) si: para cada e > 0 existe

0 > 0 satisfaciendo la siguiente implicacion
reD 0<|z—al<d=|f(zx)—L|<e.

Observe que el lado izquiero en la implicacion de la definicion
anterior requiere x € Us(a) N [D — {a}], lo cual siempre se tiene
cuando « es punto de contacto para D. El lector atento se habra
dado cuenta de la similitud entre esta definicién y el concepto
de limite de una sucesion de numeros reales: en ambos casos la

definicion se trata de, dado ¢ > 0, encontrar algo (aqui § > 0y
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

alli N € N) de tal forma que se garantice una implicacion que
termina en la distancia al limite L menor a <; no es casualidad
que muchos de los resultados sean similares (e incluso lleven el

mismo nombre).

Se empezara con un ejemplo basico, en el que D = R.

Ejemplo 3.2.3 Sea f : R — R dada por x — 2z + 1. Se afirma
que f(x) tiende a 3 cuando x tiende a 1. En efecto, seas > 0. Se

quiere encontrar > 0 con
reR,0<|z -1 <d=|f(z) 3] <e.
Ahora bien
F@) =3 = (20 +1) = 3 = [22 — 2| = 2Je — 1]

con lo cual se ve que si se toma é = 5, entonces o > 0 es tal que, si
se supone que( < |x — 1| < ¢, entonces

|f(z) = 3] = 2z — 1] <2(%) — .

Proposicion 3.2.2 (Unicidad del limite) Ellimite de una funcion

f: D — R ena, punto de contacto de D, es tinico cuando existe.

Demostracion: Sean L, L, € R limites de f(z) cuando z tiende a
a. Se quiere demostrar que L; = L,. Si se supone, por el contrario,
que L, # Lo, se tendria |L; — Ls| > 0, para e = %\Ll — Lo| > 0,

existirian entonces 4, d, > 0 con:

reD 0<|xr—a|<d = |f(x)—Li| <e,

reD, 0<|z—al<dh=|f(zr)— L <e.
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Sea o = min{d;,d,} > 0.Paraz € Dcon0 < |z —a| < ¢

(recuerdese que § < 9;, j = 1,2) se tiene

|Li — Lo| = |L1 — f(x) + f(x) — Lo|
< |f(z) = Li| + [f(x) — La| < 26 = |L1 — Lof,

pero |L; — Lo| < |L; — Lo| contradice tricotomia, asi L; # L es

falso y por tanto L; = L,. u

Dada la unicidad del limite se escribe

lim f(x)

r—ra

para representar al limite de f en a, cuando éste existe.

Proposicion 3.2.3 Seanp,q € Rconp # 0 ysea D C R un con-
junto cona € R como punto de contacto. La funcionT,, : R — R
dada por x — px + q tiene limite pa + q en a. Las funciones de este
tipo son llamadas transformaciones afines.

Demostracion: Sea s > 0. Ahora bien

Tpq(x) — (pa+ )| = [p(z — a)| = |pllz — al,
con lo cual se ve que bastard tomar § = ¢/|p|; en efecto, siz € D
satisface 0 < |z — a| < § entonces

ITpa() — (pa+ 9)] = lpllz — al < |p (H) _.

U
Debe observarse que no se ha escrito 7, ,(a) para el valor pa + ¢
(cosa que el lector pudo estar tentado a hacer) pues puede ser
quea ¢ D.
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

A manera de ejemplo se consideran a continuacién algunos limi-

tes basios pero importantes.

Ejemplo 3.2.4 Sea D C R yseaa € R punto de contacto de D.

a) La funcién identidad 1, : D — D, dada por x — x, tiende a

a € R cuando z tiende a a.

b) La funcioén de valor absoluto abs : R — R, x — |z|, tiende a
la| cuando x tiende a a.

¢) Parac € R, la funcién constante f : D — R, x — ¢, tiende ac
cuando x tiende a a.

Cada una de las pruebas es sencilla: Para a) basta observar que 1
es una transformacion afin: 1p = T o.

Parab), seac > 0, basta tomar § = ¢ > 0. Ahora bien, parax € D
con0 < |z —al| < ¢ se tiene

abs(z) — |al < Jz—al<e.

Ejer1.4.15

x| — |al

Para c) no debe cometerse el error de escribir f como Ty . pues Ty,
no tiene sentido (vea la definicion de transformacion afin y diga
por qué). Parac > 0, se puede tomar cualquier § > 0, por ejemplo,
sead = 1. Esta en efecto funciona: dadox € D con0 < |z —a| <1
se tiene que

|f(z) —cl=|c—c]=0<ec.

Es momento de dar un ejemplo para el cual no exista el limite.
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Ejemplo 3.2.5 (Funcién de Dirichlet) Sea D : R — R la fun-
cion dada por

1 2€Q
0 zeR-Q

X —

Se verd que no existe lim D(x) para ningun a. Si se supone por
el contrario que existigr;zadicho limite para algun a y su valor es
L € R, esdecirlim D(z) = L, entonces parac := 3 > 0, existed > 0
de tal modo que_;aiO < |z — a| < é entonces |D(z) — L| < 3.
ComoQ yR\Q son conjuntos densos enR existenr € Qyy € R—Q
conr,y € (a—46,a),asi0 <|r—a| <0y0<|y—al<ddedonde
1 1
[D(r) — L| < 3 Y |D(y) — L| < 5

Ahora bien

1=[1-0[=[D(r) = D(y)|
=[D(r) = L+ L = D(y)|

1 1
S\D(T)—L\+\L—D(y)|<§+§:1

lo cual es un absurdo. Se concluye por lo tanto que no puede existir
L = 1lim D(z).

T—ra

Ya que se tienen a mano un par de ejemplos concretos, es bueno
reflexionar en general el concepto de limite. La idea geométrica
del limite de una funcién es muy similar al de limite de una su-
cesion. A continuacion esta un dibujo en el que el lector debe, a
manera de ejercicio, interpretar la nocion de limite (compare la
explicacion dada en el caso analogo de sucesiones, capitulo 2).
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Cuando a € D pero a no es punto de contacto de D (en este caso
se dice que a es un punto aislado de D) es conveniente definir

lim f(x) como se hace a continuacion.

r—a
Definicion 3.2.3 Seaa € D ysea f : D — R una funcion dada.

Sia no es punto de contacto de D se define lim f(x) como f(a).
r—a

La definicion anterior es para completar un asunto meramente
formal: Se puede estudiar el limite cuando = tiende a a de f(x)
para cualquier punto a del dominio de f, e incluso para puntos

no en su dominio pero que sean de contacto.

Una sucesion convergente es acotada, de modo analogo, una fun-
cion con limite en ¢ € R debe ser localmente acotada, el signifi-
cado preciso de ésto esta en el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.4 Sea f : D — R una funcion y seaa € R un
punto de contacto para D. Si existe L. = lim f(x) entonces existe
M > 1+ |L| > 0 tal que M es una cota lo?cfl de f, es decir, existe
0 > 0 detal modo que para toda x € Us(a) N D setiene|f(x)| < M.

Demostracién: Como existe L = lim f(x) es posible encontrar
Tr—a
9 > 0 con la propiedad de que siz € D, 0 < |xr — a| < § entonces
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|f(z) — L| < 1. Ahora bien,
f(2)] < |f(z) = LI+ |L| <1+ L],

donde la ultima desigualdad es ciertasiz € D, 0 < |r — a| < 4.
Para terminar la prueba, sia ¢ D se define M := 1+ |L|ysia € D
se define M := 1 + méx{|L|, |f(a)|}. En ambos casos se tiene que

|f(z)] < M paratodax € Us(a) N D. -

Lo anterior da un criterio para decir cuando un limite no existe,

a continuacion un ejemplo de esto.

Ejemplo 3.2.6 Seaa € R arbitrarioysea f : R — {a} — R dada
por f(x) = 1/(x — a) (grafique la funcion). No existe QICILI(II f(z). En
efecto, si se supone que exite el limite y que este fuera L, entonces
de la proposicion 3.2.4 deberia existir M > 0y > 0 de tal forma
quesiz € Us(a) — {a} entonces |f(z)| < M.

Usando la propiedad arquimediana se puede encontrar un natu-
raln € N de tal forma que 1/n < min{J
quea+ 1/n € Us(a) — {a} pero

1 1 1
f(a+ﬁ):(a+%)—a:1/n:n>M

lo cual contradice la hipotesis sobre M. Se concluye que el limite

, 7 }- Ahora bien, observe

en cuestion no puede existir.

3.2.3. Propiedades aritméticas

Lo que corresponde ahora es demostrar las propiedades aritméti-
cas de limites de funciones. A este resultado haremos referencia
como PA-LE
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Teorema 3.2.1 (Propiedades aritméticas de limites de funciones)
Sean a € R un punto de contactode D C Rysean f,g: D — R
funciones tales que existen lim f(z) y lim g(x). Se tiene entonces
que existen también los siguixe;i‘es ll’mitgg)a/ ademds se dan las igual-
dades correspondientes.

a) lim(f +g)(z) = lim f(z) + lim g(z).

T—a

b) T (Af + pg)(x) = Alim f(z) + plim g(z).

o lim(fg)(x) = (1im f(2)) (lim g(x)).

r—a

d) lim <§> (x) =1/ <h£>n g(a:)) siempre que lim g(z) #0.

Tr—a

) lim (1) (¢) = (1im f(x)) / (Lim g(x)), siempre quelim g(x) # 0.
Demostracion: Las pruebas son esencialmente las mismas que
las de las PA-SC, se sugiere al lector repasar dichas pruebas e
imitarlas para practicar el concepto de limites de funciones. De
todos modos se dara la demostracion de c) para que se pueda
corroborar que las ideas son efectivamente las mismas que en el
caso de sucesiones.

Pruebade ¢): Sean L = lim f(z) y M = lim g(x). Se quiere demos-
trar que LM = }CILI(II (f g)(an? Se tiene qug -

((f9)(x) = LM| = | f(2)g(x) — f(x)M + f(zx)M + LM]|
= [f(@)(g(x) = M) + M(f(x) - L)|
< [f(@)llg(x) — M|+ [M][f(x) — L].

La desigualdad
[(fg)(x) = LM| < |f(x)llg(x) — M|+ [M][f(x) - L] B.1)
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dala clave de como proceder. Sea ¢ > 0, existe 4; > 0 con

|f(z) — L] < ¢/(|]M] + 1) siempreque x € D con0 < |z — a|] < d;.
También se sabe que existe una constante M, > 0 (M; > 1+ ||
pero esto no se usard ahora) y un , > 0 tales que |f(z)| < M
para cualquier z € Us,(a) N D (proposicion 3.2.4). También se
puede encontrar d3 > 0 con |g(x) — M| < e/2M, siempre que
r € Dcumpla0 < |z — a| < J3.

Sea ahora § = min{di, d2, d3}. Esta 6 > 0 funciona, en efecto, para
reD0<|z—al<d<0;(j=1,23),setienex € U(d) N Dy

(fo)w) = LM| < |f(@)llg(z) — M|+ M| f(z) — L]

|M]
[M]+1

No se demostrara d) (ni los demas incisos) pero si se quiere co-

donde en la tiltima desigualdad us6 < 1.

mentar que la expresion 1/¢g(x) tiene sentido localmente cerca de
a, es un hecho analogo al resultado de la preservacion del signo
lo que esta detras. .
Teorema 3.2.2 (Preservacion del signo) Sea a € R un punto de
contacto para D y seag : D — R tal que lim g(z) = L # 0.
Exsite entonces § > 0 de tal forma que | g(x)\w;a |L|/2 para toda
xz € UsN [D — {a}], mds aun el signo de g(x) y de L es el mismo en

dicha region.

Demostracion: S6lo se demostrara el caso L > 0, siendo el otro

caso analogo. Para el positivo L/2 existe § > 0 de tal modo que
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

lg(z) — L| < L/2 siempre que z € D,0 < |z —a|] < §. Esta ¢

funciona: siz € Us(a) N [D — {a}] entonces
L/2>|g(x) = LI = L — g(x)

de donde g(z) > L/2 > 0siz € Us(a) N [D — {a}].

Un ejemplo del uso de las PA-LF se da a continuacion .

r—1 ;
o Siz#1

Ejemplo 3.2.7 Sea f : R — R dada por x — .
3 sir=1

r-L — 1/2, en efecto, parax # 1 se tiene

x2—1

Se tiene que lim
z—1

r—1 r—1 1

mQ—lz(x—l)(a:+1)_x+1

yg(z) = x + 1 es transformacion afin (vea la prop. 3.2.3) y por lo

tanto lirr% g(x) = 1(1)+1 = 2 # 0. Usando ahora PA-LF se concluye
r—r

entonces que

El ejemplo anterior es muy importante, pues entre otras cosas
muestra que tomar limitey evaluar no son lo mismo; en el ejemplo

anterior se tiene

I f(x) = 5 #3 = (1)

En el caso de las transformaciones afines sin embargo, se puede
evaluar la regla de asignacion para encontrar el limite. El deter-
minar cuando resulta lo mismo evaluar que tomar limite, es el
tema del capitulo sobre teoria de funciones continuas. Por ahora
se quiere solo remarcar el hecho de que en general no debe co-

meterse el error de querer evaluar inicamente el valor del limite,
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cosa que de hecho muchas veces no tiene ni sentido; esto tam-
bién lo ilustra el ejemplo anterior pues en (z — 1)/(2? — 1) no es
posible tomar =z = 1 (produciria division por 0). Se sugiere al lec-
tor realizar la grafica de dicha funcién.

3.2.4. Ejercicios.

Ejercicio 3.2.1 Demuestre que efectivamenteUs(a) C U.(a)N(0,1)
en el ejemplo 3.2.2.

Ejercicio 3.2.2 Seana < b.

= Generalice el ejemplo 3.2.2 mostrando que para el intervalo
abierto (a,b) cualquiera de sus puntos es punto de contacto

para(a,b).

= Muestre que a y b son puntos de contacto tanto para (a,b)

como para [a, b].

Ejercicio 3.2.3 Si D C R es un conjunto finito, ;qué puede decirse

sobre el conjunto de puntos de contacto de D?

Ejercicio 3.2.4 De un ejemplo en dondesup(D) € R no sea punto
de contacto para el conjunto D.

Ejercicio 3.2.5 Suponga que D C R contiene una sucesion de
puntos distintos de a € R convergiendo a a y distintos entre si.
Demuestre que a es punto de contacto de D.

Ejercicio 3.2.6 Utilizando la notacion del ejercicio 1.5.12: Demues-
tre que si 0 es punto de contacto de D entonces también es punto

de contacto para M, |D] para cualquier k # 0.
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Ejercicio 3.2.7 Sea D C R, ysear|D| := {1/d : d € D}. De-
muestre que 0 es punto de contacto de D si y solo sir|D] no es un

conjunto acotado superiormente.

Ejercicio 3.2.8 Demuestre utilizando la definicién e — o las PA-LF
(teorema 3.2.1).

3.3. Equivalenciadelimite de funciones por

sucesiones

El lector habra observado que las pruebas hasta ahora son esen-
cialmente las mismas que en el caso de sucesiones. A continua-
cion se dara uno de los teoremas mas importantes de esta obra,
que haran entender de manera mas profunda al lector, el por qué

de dicha similitud.

Teorema 3.3.1 (Equivalencia de limites por limites de sucesiones)
Seaa € R un punto de contactodeD C R,L e Ryseaf: D — R.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) lim f(x) = L.

T—ra

b) Para toda sucesion (d,),ecy C D — {a} que converge a a se tiene

que la sucesion de imdgenes (f(d,,))nen converge a L.

Demostracién: La existencia de sucesiones (d,,),en € D — {a}
convergiendo a a se garantiza por la proposicion 3.2.1.

a) = b)|Sea (d,)neny € D — {a} una sucesion convergiendo a a.
Se quiere mostrar que (f(d,)).en converge a L, sea s > 0. Como

lim f(x) = L existed > 0de talmodoquesiz € D,0 < |z —a| <§

r—a
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entonces |f(z)—L| < . Comod,, — a, paraestad > 0 existe N €
N de tal forma que sin > N entonces |d, — a| < ¢. Se tiene ahora
la siguiente cadena de implicaciones, la cual termina la prueba
de que f(d,) — L

n>N = d,eD,0<|d,—al<d = |f(d,)—L|<e.

b) = a)|Se probara la contrarreciproca. Se sugiere al lector pres-

tar atencion a la negacion del limite (un ejercicio delogicay cuan-
tificadores universales).
Sea L # lim f(z). Existe por lo tanto algtin ¢, > 0 con la siguiente
propiede:lc(_{:apara todad > O existezs € Dcon0 < |zs —al < §
y tal que |f(x5) — L| > ¢o. En particular, para 1/n > 0 es posible
encontrard, € D,0 < |d, —a| < 1/ncon |f(d,) — L| > &,. Obser-
ve que (d,),en converge a a pero (f(d,)).,eny DO converge a L (vea
ejercicio 3.3.1).

U
Con el teorema anterior se puede dar otra demostracion, evitan-
do ¢ — 0 de varios de los resultados citados antes. A manera de
ejemplo se demostrard ahora el caso de la suma en las PA-LF:
Sean L = 3161_{% flx)yy M = 3161_181 g(x). Se quiere demostrar i%(f +
g)(xr) = L+ M, para esto sea (d,),en C D — {a} una sucesion de
tal forma que d, — a. Por la parte a) = b) del teorema 3.3.1
se tiene que f(d,) — Ly g(d,) — M, de las PA-SC se tie-
ne que (f + g)(d,) = f(d,) + g(d,) — M + N. Como (d,,)nen
es arbitraria, se sigue de la parte b)) = a) del teorema 3.3.1 que
tim(f + g)(x) = L+ M.

La manera de proceder utilizando sucesiones para analizar el limi-
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te de una funcién es a la que se le dara preferencia en muchas
partes este texto; se sugiere al lector ir comparando con la litera-
tura clasica los tipos de pruebas para tener ambas visiones.

A continuacion se da un ejemplo concreto de como utilizar la

equivalencia por sucesiones en el limite.

Ejemplo 3.3.1 (Funcién de Gauss) Sea G : R — R la funcion
dada por G(x) = [z] (haga la grdfica de la funcion). Para cada
a € Z se tiene que no existe lim G(x). En efecto, si existiera dicho
limitey fuera L € R, entoncz; ;or el teorema 3.3.1 se tendria que
G(d,) — L (mismo limite), para toda sucesion (d,,)n,eny C R —{a}
que converge a a. Ahora bien, las sucesiones (a — %H)neN y

(@ 4+ =7 )nen SOn ambas convergentes al puntoay G(a — —5) —
a—1,G(a+ —5) — a (son de hecho sucesiones constantes). Esto

es absurdo pues entoncesa — 1 = L = a.

La técnica del ejemplo anterior es muy 1til para demostrar que
un limite lim f(z) no existe: Encontrar dos sucesiones (¢, ),en Y
(dp)nen degfaaominio D de f que converjan a a pero tales que las
sucesiones de imagenes (f(¢,))nen ¥ (f(d,))nen converjan a dife-
rentes valores (o incluso alguna diverja).

3.3.1. Sobre monotonia.

A continuacion se da una serie de resultados, sin su demostra-
cién, dejando estas como ejercicio para el lector. Todas ellas si-
guen utilizando el teorema 3.3.1 en combinacion con los resulta-
dos del capitulo 2 sobre sucesiones.
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Teorema 3.3.2 Sea a € R punto de contacto para D C R y sean

f,9: D — R funciones tales que existen los limites L = lim f(x)
Tr—a

yM = lim g(x).

T—a
» (Monotonia al limite) Si f(x) < g(z) para todox € D — {a}
entonces L < M.

» (Ley del sdndwich) Si L = M entonces para cualquier fun-
cion h : D — R satisfaciendo que f(z) < h(z) < g(x) para
todox € D — {a} se tiene que lim h(z) = L.

La ley del sandwich corresponde a la ley de estriccion en suce-
siones, pese a que se les suele llamar igual, aqui se mantendra el
nombre diferente para enfatizar cuando se trata de uno o del otro
caso. Se deja a continuacion un dibujo para aclarar la situacion
de la ley del sandwich.

A

A
A ™

»
!

A s A A A A

3.3.2. Funcion de Thomae.

Finalemente, el capitulo termina ahora con una funciéon que es

importante para dar contraejemplos, rompe un poco con la in-
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

tuicion en el caso de continuidad y es muy util en integracion.

Definicion 3.3.1 La funcion de ThomaeT : [0,1] — R se define
mediante T'(x) = 0siz ¢ QyT(n/m) = 1/m si el racional n/m
estd escrito de forma simplificada (i.e. no hay divisores comunes
entrenym), T(0) := 1.

Se recomienda en este punto al lector que haga la grafica de la

funcion de Thomae (a veces también llamada funcién campana).

Proposicion 3.3.1 SiT : [0,1] — R es la funcion de Thomae y
a € [0,1] entonces lim T'(z) = 0.

T—a

Demostracién: Para facilitar la prueba se introducen a continua-

cion los siguientes conjuntos:
D, ={j/n:7€Z,0<j<n} vy Fn::UDj
j=1

donde n € N. En F, se recolectan todos los racionales = € [0, 1]
con denominador menor o igual a n en su forma reducida.
Seaa € [0,1], dado ¢ > 0 se puede encontrar N € N, N > 2, con
1/N < e. Observe que el conjunto 7., := {x € [0,1] : T(x) > ¢}
(que puede ser un conjunto vacio, por ejemplo cuando ¢ > 1)
esta contenido en Fy_;. Como el conjunto Fy_; es finito asilo es
T. C Fy_;.Sea

5 min{|t —a|:t #a,t €T} si T.#0

' 1 si T.=10

en el primer caso, § > 0 es la minima distancia a los elementos
de 7. — {a}. Esta ¢ funciona; en efecto, si z € Us(a) N ([0, 1] — {a})
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entonces como |z —a| < 0 < |t —a| paratodot € T. —{a} se sigue
quez ¢ T. — {a} conlo que T'(z) < eyasi |T(z) — 0| < ¢ siempre

que = € Us(a) N ([0,1] — {a}). 0

3.3.3. Ejercicios

Ejercicio 3.3.1 Complete la demostracion de la parte b) en el teo-
rema 3.3.1 mostrando que la sucesion construida (d,,).cn efectiva-
mente converge aa y es tal que (f(d,,))nen converge a L.

Ejercicio 3.3.2 Demuestre que para toda a € R — Z, lim[z]] = [a].
Tr—a

Ejercicio 3.3.3 Sea f : R, U {0} — R dada por x — \/x y sea
a € R punto de contacto de R, U {0}. Demuestre las siguientes

afirmaciones.
» Setienequea € R, U{0}.

» lim f(z) = f(a), esdecir lim \/z = \/a.

r—a Tr—a

Ejercicio 3.3.4 Sea f : D — R una funcion no negativa, a es
punto de contacto de D. Suponga que el limite lim f(z) = L existe.
T—a

Demuestre que lim \/f(x) = VL.
r—a

Ejercicio 3.3.5 Sean f : D — R, a punto de contacto de D y
k,L € R. Suponga que para toda x € D — {a} se cumple que

|f(z) — L| < k|x — a|. Demuestre, utilizando directamente la defi-
nicione — 9, queglﬁi_rg f(z) = L.

Ejercicio 3.3.6 Muestre quelim f(x) = L siy solo si
r—a

lim(f(z) — L) =0siysolosilim|f(x) — L| =0.

r—a Tr—a
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Ejercicio 3.3.7 Demuestre que existe el siguiente limite y calcule

su valor
, V94+z2—-3
hm R
x—0 x

Ejercicio 3.3.8 ;Puede existir lim —— ? Explique.
Tr—r

1 11?2—1 .

El siguiente ejercicio es muy util en la practica, pues permite ha-
cer cambios lineales de variable.

Ejercicio 3.3.9 Sea D C R un conjunto que tiene a0 como punto
de contacto. Sea k € R — {0} una constantey f : D — R una
funcién tal que existe L = ilir[l) f(x). Defina f* : My ;,[D] — R
mediante f*(x) = f(kx) (vea el ejercicio 3.2.6). Demuestre que

lim f*(x) = L, es decirlim f(z) = lim f(kx).
z—0 z—0 z—0

Ejercicio 3.3.10 Sean a < b niimeros dados. Se dice que una fun-
cion E : [a,b] — R es una funcioén escalonada si existe una co-
leccion finita de puntosa =ty < t; < ty < -+ < t,, = b (llamada
particion de [a, b]) y constantes ¢, co,- - , ¢, de tal forma que la
restriccion E|,_, ;) es la funcion constante c; y si para alguin j se
tienec;_; = c; entonces E(t;) # c;.

o0—oO
° (o, O O
oO——0
‘ f f f f ®
a = to tl tQ t3 t4 b

Para una funcion escalonada E : [a,b] — R con particion

ty <ty < --- < t, demuestre lo siguiente.

» Existen ambos limites lim E(x) y h’n% E(z).
T—a Tr—r
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» Paral < j < n no existe el limite h’n? E(z) a menos que
Tt

Cj = Cjy1.
w Sitefa,bl—{t;:j=0,1,--- ,n} entoceslﬁr%E(x) = E(t).
T

Ejercicio 3.3.11 Seaa puntodecontactodeD C Ryseaf: D — R
una funcion para la cual existe M > 0 de tal forma que|f(z)| < M
para toda x € D — {a}. Para cualquier funciong : D — R con
3161_% g(x) = 0 se tiene que chl_rg f(z)g(z) = 0.

Dé ejemplos concretos de | y g para mostrar que si se quita la
hipétesis sobre M (i.e. que no exista tal M ) entonces puede tenerse
lim £(x)g(x) # 0.

Algunos casos particularmente titiles en la prdctica son

g(z) =2"—a",neN,yg(x) = |z —al

Sugerencia: En la primera parte use la ley del sandwich.

Ejercicio 3.3.12 Demuestre que lin%
T—r

Z sin (%) ’ =0.
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3.4. Un par de limites especiales

En esta seccion se calcularan algunos limites especiales. Algu-
nos de ellos requieren cierto entendimiento geométrico de las
funciones involucradas (como las trigonométricas); se empezara
por tanto, con un repaso rapido de algunas cosas de geometria,
precisando el concepto de dngulo, que de modo impreciso se nos
presenta en la educacion basica como la abertura entre dos rec-
tas que se cruzan en un punto, el vértice. Se utilizara el hecho
geométrico de que la longitud de una circunferencia de radio 1
es 7 (=~ 3.141592653).

Definicion 3.4.1 Dado un par de rayos
ly y U5 que se cortan en un punto O, Si- A
tuado en el origen del plano coordena-

do y una recta sobre el eje X (ver la fi-

guraala derecha), se define el angulo x,
medido en radianes, entre ellas como la \
longitud de arco PQ) del circulo unita- N
rio centrado en O (recorrido en sentido

antihorario).

El angulo negativo es de la misma magnitud que el positivo pero

recorrido en sentido horario.

El seno, coseno y demds razones trigonométricas se definen de
manera usual. A continuacion se tiene un dibujo que interpreta
de modo geométrico dichas razones. Es un buen ejercicio para el
lector verificar que las longitudes de los segmentos son precisa-
mente lo que se indica (en el caso en que el dngulo es agudo).
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No debe olvidarse que esta figura es s6lo para cuando el angulo
estd entre 0 y 7/2 (agudo). Usando segmentos dirigidos se puede
tener tanto el seno como el coseno (y con esto y las relaciones
entre ellos todas las demas) definidos para = € [0, 27]. Por Gltimo
todas estas funciones se extienden a todo R de forma que sean
2m-periodicas: sen(z £ 27) = sen(z) y cos(z £ 27) = cos(x).

Se finaliza este repaso de geometria con el siguiente resultado.

Proposicion 3.4.1 Se tienen las siguientes:

a) Para cualquier dngulo x € [0, 27| se tiene que el drea del sector
circular determinado por x es x/2.

b) Paratodax € (—7/2,m/2) se tiene que |1 — cos(x)| < z%/2.
¢) Paratodax € (—n/2,7/2) se tiene que |sin(z)| < |z|.
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Demostraciéon: Las demostraciones son meramente geomeétri-
cas, se usard en algunos puntos en particular que el camino mds
corto entre dos puntos es el segmento de recta que los une.

a) Esta es una cuestion de proporciones (regla de tres) entre la
longitud de arco y el area barrida: Si A(z) es el area del sector cir-
cular en cuestién entonces = /217 = A/.

b) Si ¢ es la longitud de la hipotenusa del tridngulo sombreado
de gris entonces x > [. Ahora se aplicara esta desigualdad y el
teorema de Pitagoras a dicho tridangulo

2? > 1? = sin®(z) 4 (1 — cos(z))?
= sin®*(z) + 1 — 2 cos(z) + cos*(x)
=2 —2cos(x) = 2(1 — cos(x))

o = 2|1 — cos(x)|

1 — cos(x)

en donde en la segunda igualdad se ha aplicado que sin?(x) +
cos’(z) = 1 (que en la figura es nuevamente una aplicacién del
teorema de Pitagoras al tridngulo no sombreado) y en la ultima
igualdad que cos(x) < 1. Se concluye que %2 > |1 — cos(x)|.

c¢) Se puede utilizar aqui la misma figura y notacion del inciso
anterior. Se tiene que ¢ > |sin(z)| pues la hipotenusa es el mayor
de los lados en un tridngulo rectangulo, como |x| > ¢ se concluye

|z| > |sin(x)]. 0
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El lector astuto habra observado que solo analizamos en la prue-
ba el caso = > 0, sin embargo el caso = < 0 se obtiene de manera

analoga al reflejar la figura respecto al eje X.

3.4.1. Ellimite lim =),

z—0

De la parte b) de la proposicion 3.4.1 se tiene

||

1 — cos(x)
2

_ |1 — cos(x)|

0<| - <

x ||

de donde al usar la ley del sandwich (teorema 3.3.2) o directa-

mente la definicion ¢ — § se concluye que

1 — cos(x)

lim =0.

x—0 €x

Se escribe esto como un teorema.

Teorema 3.4.1 Se tienen

a) lim =) = g,
z—0 z

b) lim cos(x) = 1.

x—0

Demostracién: Solo queda b) por ser demostrado, éste es una

consecuencia de la parte a) y las PA-LF aplicadas a

- cos(x)>

X

cos(z) =1 —x (
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3.4.2. Ellimite lfm **,

z—0
En la siguiente figura se puede observar que el area del sector
circular determinado por el dngulo z, que segtn la proposicion
3.4.1 es |z|/2, es menor o igual al 4rea del tridngulo sombreado,
que es (1/2)(1)(| tg(x)]) = (1/2)|sin(x)|/| cos(x)], de donde []/2 <
(1/2)|sin(x)|/| cos(z)| y por tanto |cos(z)| < |sen(z)/x|. Esta de-
sigualdad es clave para la demostracion del siguiente teorema.

‘@@

sen(x)

| cos(z)] <

e

El célculo del limite, que da el titulo a esta seccion, requerira de
otro hecho (bien conocido) de la geometria, la férmula de 4angulo

doble para el coseno:

cos(2z) = cos?(z) — sin®(x) = 1 — 2sin?(z). (3.2)
Teorema 3.4.2 Se tienen
a) lim sin(x)/z = 1.

z—0

b) limsin(z) = 0.

z—0

Demostracion: Claramente b) es consecuencia de a) usando las

PA-LFy |
sin(z) = x (Smf)) ,

por lo que basta que se demuestre ahora a).
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Para |z| < 7 se tiene que |z/2| < 7/2y asipor ¢) de la proposicion
3.4.1 se sigue que |z /2| > |sin(x/2)| de donde al tomar cuadrados

se obtiene
1 — cos(x)

2

en donde se ha utilizado (3.2) en cos(z) = cos(2(z/2)). Se sigue

> sin?(z/2) =

6.2

22
4 ’

entonces que

)

T

5 >1—cos(x) >1—|cos(x)|

con lo cual se vale )

1-— % < | cos(x)| (3.3)
siempre que |z| < 7. Todo lo anterior se conjunta en lo siguiente
(valido para 0 < |z| < 7/2):

1'2

> |cos(z)| > 1——
3.3) 2

sen(x)

1

c) pro_p.3.4i

T

Ahora bien, para 0 < |z| < /2 el signo de sen(x) y el de z es el
mismo, por lo que sen(z)/xz > 0y entonces la desigualdad ante-

rior muestra que de hecho que

sin(x) > 1 x?

1> .
-z 2

Ahora solo es cuestion de aplicar PA-LF y la ley del sandwich a

las desigualdades anteriores. O

3.4.3. Ellimite lim(a® —1)/x
z—0
Sea a > 1, en el teorema 2.5.3 se demostro que

Ly := lim n(a'/™ — 1)

n—o0
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existe. Esto sera clave para calcular el limite que da titulo a esta

seccion. Se comienza con el siguiente lema técnico.

Lema 3.4.1 Seaa > 1ysea(z,),en Una sucesion de niimeros posi-

tivos convergente a cero. Se tiene que la sucesion (u> con-
neN

vergea L,. ’
Demostracion: Sean (b,,)nen, (Cn)neny (Tn)nen V (Un)nen las suce-
siones dadas por b, := n(a'/™ — 1), ¢, := a'/™ — 1y, := b, + ¢y,
Yn = b, — Cp.

Usando los teoremas 2.3.1, 2.5.3 y las PA-SC se tiene que ¢, — 0
y que tanto (z,),eny COMO (Y, ),en SON ambas convergentes a L.

Observe también que
T, = (n+ 1)((1% —-1) y Yni1 = n(an%rl —1). (3.4)
Ahora si, ya se esta listo para demostrar el limite de interés. Sea
e > 0, se puede elegir N; € N de tal forma
|z, — Lol <y lyn — Lol < € (3.5)

siempre quen > N.Sea N € N, N > Ny, de tal forma que si
n > N entonces |z,| < e. Esta N funciona: Sean > N, se puede
tomar m € N de tal maneraque0 < 1/(m+1) < 2z, < 1/m (m
depende de n y m > n > N). Usando el ejercicio 2.7.4 se puede

ver que para esta m se tiene

a%ﬂ—1<aZ”—1 am — 1

I/m — =z, ~1/(m+1)

con lo cual
1 1

amti — 1] a® —1 am — 1

Lo—¢ < Ypr1=— T < < T =z, < L,+e¢
(3.5) 3.4) ooy Zn m_-H (3.4) 3.5)

de donde |(a*" — 1)/z, — L,| < e. 0
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Teorema 3.4.3 Paraa > 1 se tiene h’n%) =l = L,.
z—

Demostracion: Se hara uso del teorema de equivalencia del limi-
te por limite de sucesiones (teorema 3.3.1). Sea (z,,),en € R—{0}
una sucesion convergente a 0 y sean P y A los conjuntos defini-

dos a continuacion
P={neN:z, >0} vy N:={neN:z <0}

Hay tres posibles casos a considerar.
Caso 1: El conjunto P es finito (incluyendo vacio). En este caso
existe N € N de tal forma que z, < 0 paratodan > N.Aqui basta

a’ —1 . (a7 —1
— a/ n
Zn —Zn

asi que por las PA-SC, el lema 3.4.1 (pues —z, > 0) y el ejercicio

observar que

2.7.1 se concluye que

Zn __ 1
lfim ¢ — 1(L,) = L.

n—o0 Zn

Caso 2: El conjunto N es finito. Aqui existe N € N de tal forma
que z, > 0 paratodan > N, el resultado es entonces una aplica-
cion directa del lema 3.4.1.

Caso 3: Ambos P y N son infinitos. Se puede suponer entonces
que N :={n; <ng <---}yP ={my <my <---}.Delos casos 1

y 2 se deduce que
, o afe —1 ,oafe —1
Ilm ——=1lm —=1,.
k—oo Zny, k—o0 Zmy,

Ahora bien, dado £ > 0 es posible encontrar N; € N de tal forma

que

a”x — 1 a”x — 1

— L, <e y — L, <e¢

Zny, Zmy,
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

siempre que k > N;.Sea N = max{ny,, my, }. Paran > N se tiene

n > ny, > Niyn > my, > N; porlo que, independientemente

desin € Pon € N, se tiene %—La < e. -

3.4.4. Ejercicios

Ejercicio 3.4.1 Generalice el caso de 3 de la prueba del teorema
3.4.3: Sea (a,)nen una sucesion daday sean A = {n, < ng < ---},
B = {m; < my < ---} subconjuntos infinitos disjuntos deN y tales
que AUB =N.

Demuestre que si ambas sucesiones (ay, )ken ¥ (am, )ren CORVErgen
a un mismo valor L entonces la sucesion original (a,,),cn también

convergea L.

Ejercicio 3.4.2 Sean a,b € R — {0}. Demuestre que existen cada

uno de los siguientes limites y encuentre su valor.

t x , sin®(az)
]
- alcg)% sen(ax) alcllf(l) b
® lim _ar__ s lim 1—cos(ax)
20 sen(ax) 250 b .
im —4% , 1=
= lim sen(bzx) = |lim M.
x—0 250 sen(bx)
. sin(ax)
[ | ¢ 1—cos
ig% sin(bz) * m lim Cb052a.1})
z—0 T

Ejercicio 3.4.3 Sea( < a < 1. Demuestre que

ooa*—1
lim
x—0 x

= _Ll/a'

Ejercicio 3.4.4 (Definicion de logaritmo) Sedefine la funciénlo-

garitmo natural In : R, — R mediante
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Es facil ver queln(1) = 0,1In(a) = L, paraa > 1 yln(a) = =Ly, =
—In(1/a) para0 < a < 1.

» Demuestre queln(ab) = In(a) + In(b) yIn(a®) = bln(a).
» Concluya queln(a/b) = In(a) — In(b).
» Demuestre queln(1l/a) = —In(a).

Sugerencia: En el primer punto: use PA-LF y el ejercicio 2.7.2; le puede

ser de mucha utilidad el ejercicio 3.3.9.

3.5. Limitesy el simbolo .

Se han considerado limites de funciones para el caso cuando la
variable se acerca a un numero real a« (que debe ser punto de con-
tacto de D o bien estar en D). ;Qué pasa si ahora se deja crecer
la variable x indefinidamente? Primero que nada, se necesitaria

que f pueda evaluarse en valores muy grandes de z.

Definicién 3.5.1 Sea D C R. Se dice que +oc es punto de contacto
de D si D no es acotado superiormente. Se dice que —oo es punto

de contacto de D si D no es acotado inferiormente.

Los simbolos +0co0 no son nameros reales, pero la interpretacion
anterior sugiere que, en cuanto a orden se refiere, se tenga —oo <

r < oo paratodo x € R.

3.5.1. Limites al infinito

Definicién 3.5.2 Sea f : D — R una funcion y sea L. € R. Su-
ponga +oco es punto de contacto de D. Se escribe 11’1+n f(z) = L si:
T—r+00
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

para todae > 0 existe N € N tal que

reDx>N = |f(z)-L|l<e.

Es de observarse que para la existencia del limite anterior basta
unicamente la informacion de f en el conjunto DNR, porlo que

muchos de los resultados seran enunciados para D C R,.

Ejemplo 3.5.1 Sean € Nysea f: R, — R la funcién dada por

f(z) = 1/x". Se tiene que 11’14{1 f(z) = 0. En efecto, dado ¢ > 0 sea
T—r+00

N € N tal que 1/N < ¢ (propiedad arquimediana). Claramente

paraz € R,,z > N > /N, se tiene que:
1 1

Al igual que para limites clasicos, se puede analizar el comporta-
miento del limite al infinito mediante sucesiones.

Proposicion 3.5.1 Sean D C R un conjunto que tiene a+oc como
punto de contacto, L € Ry f : D — R una funcion dada. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) lim f(x)=L.

T——400

b) Para cada sucesion (d,),ey C D mondtona creciente y no aco-
tada superiormente se tiene que (f(d,,))nen cOnverge a L.
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Demostracion: Ejercicio. 0

Similarmente a la definicién 3.5.2 se tiene la de cuando la varia-

ble decrece inconmesurablemente.

Definicion 3.5.3 Sea D C R un conjunto que tiene a —oo como
punto de contacto, sea f : D — R una funciéony L € R. Se escribe

lim f(x) = L si: paratodac > 0 existe N € N tal que
Tr—r—00
reDrx<-N = |f(x)—L|<e.

Un enunciado similar a la proposicién 3.5.1 es valido, vea y re-

suelva el ejercicio 3.5.2.

Otro resultado importante para limites al infinito es que tam-
bién son validas las propiedades aritméticas; éstas pueden de-
mostrarse directamente de la definicion (cosa que se sugiere al
lector haga ahora) o bien puede pasarse a limites clasicos, que es
lo que se hara a continuacion.

Debe recordarse primero que D C R, tiene a +oo como punto
de contacto siysolosir[D] = {1/d : d € D} tiene a 0 como punto

de contacto (vea el ejercicio 3.2.7 y use r[r[D]] = D).

Definiciéon 3.5.4 Sea f : D — R con D C R, teniendo a +oo
como punto de contacto. Sea f* : r[D] — R la funcién definida
mediante f*(z) = f(1/x).

Es importante observar que 0 es punto de contacto del dominio
de f*.

Teorema 3.5.1 Con la notacion y supuestos de la definicion ante-
rior se tiene que lim f(x) = L siysolo silim f*(z) = L.
r—~+00 z—0
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Demostracién: Son dos las direcciones a demostrar.

Se quiere demostrar el limite clasico ;:1_% f*(z) = L.Seace > 0,
como xgrfoo f(z) = L se puede encontrar N € N de tal forma que
siy € D,y > N, entonces |f(y) — L| < . Sea ¢ := 1/N, esta
funcionard; en efecto, seax € r[D],0 < | — 0] < § = 1/N, dado
que = > 0 se tiene que x < 1/N de donde N < 1/x asi que, como
1/x € r[D], se concluye (de la eleccién de N) que

|f*(x) = L] = [f(1/z) = L| < e.

Se hard uso la proposicion 3.5.1 para demostrar :qu_1>r+noo f(z) =
L. Sea (d,),en C D una sucesion creciente y no acotada supe-
riormente. Se quiere demostrar que (f(d,,)).en converge a L. De-
be observarse primero que (1/d,)nen C 7[D] converge a 0 (vea el
ejercicio 3.5.3). Como glglir(l) f*(z) = L se tiene del teorema de equi-
valencia de limites por sucesiones (teo. 3.3.1) que f*(1/d,,) — L,

es decir f(d,) — L. 0

En la demostracién anterior se han usado las dos técnicas, en

la primera parte la de ¢ — § y en la segunda la de sucesiones.

La primera parte puede hacerse usando sucesiones y la segunda

usando ¢ — N. Se recomienda que el lector haga, a manera de

ejercicio, las demostraciones con estas variantes.

Un enunciado analogo al del teorema 3.5.1 se tiene para el caso
lim f(x) = Lcuando D C R_ := {r € R: r < 0} tiene a —o0

T—r—00

como punto de contacto.

Ahora es turno de enunciar las propiedades aritméticas de limi-
tes al infinito (PA-LF-infinito).
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Teorema 3.5.2 (Propiedades aritméticas de limites al infinito)

Sea D C R, un conjunto que tiene a+oo como punto de contacto.

Sean f,g : D — R dos funciones tales que existen los limites
lim f(z)y lim g(z). Se tiene entonces que existen también los

T—r+00 T—>—+00

siguientes limites y se dan las igualdades correspondientes.

a) lim (f+g)(x)= lim f(z)+ lim g(z).

b) lm (Af+pg)(z) =X lim f(z)+p lm g(z), A peR.

T—r+00 r—r+00 T—r+00

¢) lim (fg)(z) = < Km f(x)) ( lim, gl ))

lim g(x)
d) lim <i> (x) = === siempre que lim g(x) # 0.
9 ) z—+00

T——400 EBTOO 9(=z
’ . > .
e) IETOO Vi xggloo f(x), siempre que f > 0

Un enunciado andlogo se tiene si D C R_, —oco es punto de contac-
to de D, cuando se substituye r — +oo porxz — —oco en lo anterior.

Demostraciéon: Usando las funciones f*, g* : r[D] — R y el teo-
rema 3.5.1 puede verse que todas las propiedades anteriores se
regresan al caso clasico de PA-LE Se demostraran a) y ¢) de es-
ta manera (a modo de ejemplo), dejando el resto como ejercicio
para el lector.

Para a) se tiene

lm (f +g)(x)

lim(f + 9)*(x) = lim(f* + ¢")(x)

xr——400 teo.3.5.1 z—0
lﬁglclgtl)f< )+9161Lr(1)g( )te0351xEIJ£loof( )+ngoog(x)

Parae)sea L := HIJP f(x), se quiere demostrar que 11'r+n Vfz) =
T—>+00 T—>+00

V'L.Sea (d,),ex C D una sucesién monétona creciente y no aco-

tada superiormente, por la proposicion 3.5.1 se debe demostrar
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

que +/f(d,) — /L. Lo dltimo es cierto pues f(d,) — Ly con

esto y las PA-SC se concluye que /f(d,) — VL. 0

Al trabajar con limites al infinito se puede apreciar lo importante
que son limites clasicos del tipo glclir(l) f*(z), donde D C R, esel
dominio de la funcién original f, en los que = solo se acerca a ce-
ro por la derecha pues x > 0 paratodaz € r|[D]. En muchos textos
se da énfasis a los limites laterales y su relacion con los limites
clasicos, en nuestro caso esto viene abarcado por nuestra defi-
nicion de limite (que usa puntos de contacto); de todos modos
se dara a continuacion la definicion de estos y se dejara al lector
una serie de ejercicios para que se familiarice con dicho concepto.

Definicién 3.5.5 (Limites laterales) Seaa € R punto de contacto
de D ysea f : D — R una funcion. Suponga que a es punto de
contactode D, := DN(a,+00). Si paralafuncion f|p,, : Doy — R
existe el limite lim f|p,, (x) entonces se dice que dicho limite es el
limite porla deiggha de f cuando x — a y seledenota porglci{% f(x)

0 porxlirir}+ f(z).

Del mismo modo, en caso de que a sea punto de contactode D, :=
DN(—o0, a) (y exista) se define el limite por laizquierda de f cuan-
do x — a mediante

lim f(2) == lin /(@) i= lim f]p,_(x)

El ultimo teorema de esta seccion es el siguiente resultado im-

portante sobre limites laterales.

Teorema 3.5.3 (Pegado de limites) Seana, L € R yseaD C R tal
que a es punto de contacto tanto para D, como para D,_ (nota-

cion de la definicion anterior). Sean f : D, — Ryg: D,. — R
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funciones tales que h’;n flz) =L = h’{n g(x).SiF: D — Resla
funcion dada por

Fa) = f(z) Sl::zr<a
glx) six>a

entonces existe lim F'(x) y coincide con L.
Tr—a

Demostracion: La prueba es similar a la del teorema 3.4.3.
Sea (d,,)nen C D — {a} una sucesion arbitraria. Se quiere demos-
trar que F'(d,,) — L. Se definen los dos siguientes conjuntos

N,:={neN:d,<a} y P,:={neN:d,>a}.

Existen dos casos a considerar.

Caso 1: Alguno de N, o P, es finito. Puede suponerse que N, es
finito (el caso en que P, es finito es completamente andlogo). Se
tiene entonces que existe N € N de tal forma que d,, € P, pa-
ra toda n > N. Debe recordarse que para la convergencia de
(F(d,))nen puede ignorarse lo que pasa al principio de la suce-
sion (ejercicio 2.1.6). Ahora bien, paran > N setiene qued,, € P,,
con lo que F(d,) = g(d,), de donde

lim F(d,) = lim g(d,) = lim g(x) = L,

n—o0 n—o0 T\ @

en donde en la tiltima igualdad se ha utilizado el teorema 3.3.1.
Caso 2: Ambos conjuntos N, y P, son infinitos. En este caso es
posible escribir N, = {n; <ny < ---}yP, = {m1 <my < --- }.Cla-
ramente se tienen

A Fdy,) = lim f(dn,) = lim f(z) = L,

lim F(d,,) = ka 9(dy,,) = lim g(z) = L.
—00

k—o0 \@a
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Ahora bien, dado ¢ > 0 se puede escoger N; € N de tal forma que
|F(dn,) = Ll <&y [Fldm,)— L[ <e¢

siempre que k > N;.Sea N = max{ny,, my, }. Paran > N se tiene
n > ny, > Niyn > my, > N; porlo que, independientemente

desin € P,on € N, se tiene |F(d,) — L| < e. B

El regreso del teorema anterior también es valido, resuelva el ejer-

cicio 3.5.7 para convecerse de esto.

3.5.2. Limites infinitos.

El dltimo de los casos de limites a considerar es el de cuando el
valor de la funcion es el que crece cuando la variable se acerca
a un punto de contacto del dominio. Este es el que se estudia a

continuacion.

Definicién 3.5.6 Sea a € R un punto de contacto de D C R y sea

f D — R una funcién. Se dice que f(x) tiende a +oo cuando

z tiende a a (lo que se escribe lim f(x) = +o0) si para todo N € N
r—a

existed > 0 de tal forma que se da la siguiente implicacion

xeUsN|[D—-{a}] = f(z)>N.

191



Gréficamente la situacion es como sigue.

Ejemplo 3.5.2 Sean € Nysea f : (0,1) — R dada por f(z) =
1/x. Se tiene
lim f(z) = +o00;

z—0

en efecto, sea N € N, tomando 6 :== 1/N se tiene, para
reUsN[D—{0}], que0 <z < 1/N dedonde f(z) =1/x > N.

De manera similar se define

lim f(z) = —o0;
r—a

se deja como ejercicio al lector dar dicha definicién.

Ejemplo 3.5.3 Sean € Nysea f : (—1,0) — R dada por f(x) =
1/x. Se tiene
lim f(z) = —o0.

z—0

192



Capitulo 3. Funciones y sus limites.

A continuacion se va a conjuntar a los dos ultimos ejemplos en
uno solo y aprovechar a comentar algo que suele confundir a

los principiantes.

Ejemplo 3.5.4 Sea f: D :=(—1,0) U (0,1) — R la funcion dada
por f(z) = 1/z. Se tiene de los ejemplos previos que glﬁl/Hé f(x) =
tim fl-r0(2) = —ooy que lim f(z) = lim flo(z) = +oo. Sin
embargo ;1012% f(x)no existe en ninguno de los sentidos estudiados
previamente: no es un limite real pues f(x) no es localmente aco-
tada cerca de( (proposicion 3.2.4), tampoco es +oo pues para todo
d > 0 sepueden encontrarz € UsN[D—{a}] talesque f(x) <0 < N
(basta x = —0/2). Similarmente tampoco —oco puede ser opcion

al limite.

Hay también una relacion entre estos limites y las sucesiones.
Antes de enunciar el teorema correspondiente se da el siguien-
te lema, el cual resuelve un paso técnico de la demostracion del
teorema de interés.

Lema 3.5.1 Seaa € R un puntodecontactodeD C R, f: D — R
una funcion tal que lim f(x) = 400 y sea (d,)nen C D — {a} una
sucesion que converég> 2 a. Se tiene entonces que para cualquier
pareja (n,d) € N x R, existem > n de tal forma que|d,, —a| <y

f(dy) > max{n, f(d,)}.

Demostracion: Sea (n,d) € N x R,. Sea N un natural satisfacien-
do N > méax{n, f(d,)} (puede hacerse tal eleccion pues max{n, f(d,)}
no es cota superior de N segtin la propiedad arquimediana); co-
mo lim f(x) = 400 se tiene que para esta N existe 6; > 0 de tal
forrrﬁ;aue siz € Us,(a)N[D—{a}] entonces f(x) > N.Se conside-
ra ahora el positivo ¢ := min{J, d; }, como d,, — a existe N, € N
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de tal forma que |d,, — a| < ¢ siempre que n > Ns.
Un m € N como el que se busca es m := max{n, No} + 1; en
efecto, como m > N, se tiene que |d,, — a| < ¢ < §; de donde

f(dn) > N > f(d,). Claramente m > ny|d, —a| < e <. u

Teorema 3.5.4 (Equivalencia de limites infinitos con sucesiones)
Sea a € R punto de contactode D C Rysea f : D — R una fun-
cion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) lim f(z) = 4oc.

r—a

b) Para toda sucesion (d,),ey C D — {a} existe una subsucesion
(dn, )ren de tal forma que (f(d,,))ren €S monotona creciente y

no acotada superiormente.

Demostracion:

a) = b) |Sean; = 1y apliquese el lema 3.5.1 a la pareja (1,1/2) €
N x R,, con esto se encuentra n, > 1 = n; de tal forma que
f(dn,) > méax{1, f(d,,)} Yy |dn, — a|] < 1/2. Suponga que se han
construido n; < ny < --- < ny tales que f(d,,) < f(dn,) < -+ <
fdn,) y |dn, —a|l < 1/j, f(dy,) > jpara2 < j < k. Se construira
ahora ny;. Aplicando nuevamente el lema 3.5.1, pero ahora a la
pareja (n, k+r1), se tiene que existe n;,; > n, de tal forma que
[ () > méscng, f(du)} Y |duy., —al < 1/(k +1).

Se han construido n; < ny < --- de tal forma que |d,,, — a| < 1/j
para toda j > 2, de donde d,,, — a; de la construccion se tiene
f(dn,) < f(dy,) < --- ycomo f(d,,) > n; > j para todo natural
j > 2, la sucesion mondtona creciente (f(d,,)); ey DO puede ser

acotada superiormente.
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

b) = a) | Se demostraré la contrarreciproca. Supongase entonces
que lim f(z) # +oc. Existe entonces un natural V; € N de tal for-
ma (Ingpara todad > Oexiste z € Us(a)N[D —{a}] con f(z) < Ny;
en particular se puede tomar d,, € U /,,(a)N[D —{a}] de tal forma
que f(d,) < No.Dado que |d,, —a| < 1/n paratodan € N, la suce-
sién (d,),en converge a a, sin embargo dado que N, es una cota
superior para la sucesion (f(d,)).en, €sta no puede tener subsu-

cesiones que no sean acotadas superiormente. 0

Un resultado anélogo al anterior se tiene para el limite

lim f(z) = —o0.

r—a

El siguiente resultado corresponde a las propiedades aritmeéticas
de los limites infinitos (se abreviara PAL-4+oc0), debe observarse
que son muchas menos que en enunciados previos analogos de
propiedades aritméticas, la razén es que no se pueden extender
las operaciones de R para abarcar a los simbolos +oo (resuelva el

ejercicio 3.5.11 para complementar los resultados siguientes).

Teorema 3.5.5 (Propiedades aritméticas de limites infinitos) Sea
a € R un punto de contactode D C Rysean f,g,h : D — R fun-
ciones tales que lim f(x) = +oo = lim g(z) y lim h(z) = —o0. Se
T—a T—a T—a
tiene entonces que:
@) 1im(f + g)(x) = +oo.
b) lim(fg)(x) = +oo.
¢) lim(fh)(z) = —oc.
Tr—a

Demostracion: Sea N € N. En cada caso se buscaun ¢ > 0.
a)yb). Existe 6 > 0tal que x € Us(a) N [D — {a}] implica f(z) > N
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y g(z) > 1; esta § claramente funciona: para z € Us(a) N [D — {a}]
se tienen

(f+9)(x)=f(x)+g(x) >N +1>N
(fg)(x) = f(z)-g(z) > (N)(1) = N.

c) Sea d > 0 de tal forma que x € Us(a) N [D — {a}] implique
f(z) > 1yh(z) < —N. Se tiene

(fh)(x) = f(x) - h(z) f(x)(=N) < —N.

<
(f(z)>0)

O
El siguiente resultado indica como interactian limites infinitos
con limites clasicos, debe observarse que se ha excluido el caso

L = 0 (el cual estd incluido en el ejercicio 3.5.11).

Proposicién 3.5.2 Sea a € R un punto de contacto de D C R

ysean f,g : D — R funciones tales que lim f(z) = 400 y =
Tr—a

lim g(z) = L € R. Se tiene entonces que:

r—a

@) 1im(f + g)(x) = +o0.

b) SiL > 0entonceslim(fg)(x) = +ooysiL < 0entonceslim(fg)(x) =
Tr—a T—a
—o00. Resultados andlogos se siguen si se cambia lim f(x) = +00
T—a

por lim f(z) = —oc.

Demostracion: El caso a) se deja como ejercicio al lector.

b) Se analiza primero el caso L > 0. Sea ¢; > 0 de tal forma que
g(x) > L/2six € Us,(a)N[D — {a}] (teorema 3.2.2 de la preserva-
cion del signo). Dado N € N se puede encontrar otro natural NV;
satisfaciendo N; > 2N/L (propiedad arquimediana), para este
N; € Nes posible elegir § > 0, § < ¢y, de tal forma que f(z) > N,
siz € Us(a) N [D — {a}].
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

Esta § funciona: para = € Us(a) N [D — {a}| C Us,(a) N [D — {a}] se

tiene que

fw = o) = m(5) = () (5) =

El caso L < 0 se reduce al caso L > 0 del siguiente modo; por las
PA-LF lim(—g)(x) = —L > 0 asi que lim f(z)(—g(x)) = 400, con
r—ra xr—ra

esto y el ejercicio 3.5.9 se concluye que lim f(z)g(z) = —o0 -
r—a

3.5.3. Ejercicios.

Ejercicio 3.5.1 Demuestre la proposicion 3.5.1.

Ejercicio 3.5.2 Suponga que —oo es punto de contacto de D C R,
L e Ryf: D — R esuna funcion dada. Demuestre que las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) lim f(x)= L.

T—r—00

b) Para cada sucesion (d,),en C D mondtona decreciente y no
acotada inferiormente se tiene que (f(d,,))nen converge a L.

Ejercicio 3.5.3 Complete la demostracion del teorema 3.5.1 mos-
trando que si (d,),en C Ry es una sucesion monotona creciente y

no acotada superiormente entonces (1/d,,),en converge a0.

Ejercicio 3.5.4 Realice las demostraciones de los incisos faltantes
de las PA-LF-al-infinito (teorema 3.5.2).

Ejercicio 3.5.5 Sean L € R, f : D — Rya € R.
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» Sia es punto de contacto de D, = D N (a,+00), demuestre
que li{n f(z) = L siysolo si para cadac > 0 existed > 0 de

talmodo que|f(x)—L| < € siemprequex € D,0 < x—a <.

» Sia es punto de contactode D, = D N (—o0,a), demuestre
que h’}n f(x) = L siysolo si para cadac > 0 existed > 0 de

tal modo que|f(x)—L| < ¢ siemprequex € D,0 < a—x < J.

= Suponga que a es punto de contacto de ambos D,y D,..
Muestre quelim f(x) = L siy solo si li{‘n f(x)=L= h’}n f(x).
Tr—a X \a X/ a

Ejercicio 3.5.6 Enuncie y demuestre una version de propiedades
aritméticas para limites laterales.

Ejercicio 3.5.7 Sean f,g y F definidas como en el teorema 3.5.3
con la diferencia de que ahora h’;n flz) # h’{n g(x). Demuestre que

no existe lim F'(x).
T—a

Ejercicio 3.5.8 Considere la funcion F' : R — R dada por

2r+3 sixz <1,
F(z)=142 six =1,

7T—2x sixz > 1.

Muestre que existe h’rr% F(z) pero es diferente a F'(1).
T—

Ejercicio 3.5.9 Demuestre la equivalencia de las siguientes afirmaciones.

m lim(—f)(z) = —o0.

r—a

» lim f(x) = 4o0.

r—a
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Capitulo 3. Funciones y sus limites.

» Para todo real M > 0 existe § > 0 de tal forma que siz €
Us(a) N [D — {a}] entonces f(x) > M.

Ejercicio 3.5.10 Demuestre la parte a) de la proposicion 3.5.2.

Ejercicio 3.5.11 En cada uno de los siguientes casos dé ejemplos
de funciones f,g,h : (0,1) — R tales quelim f(z) = +o0, lim g(z) =
T—a Tr—a
—00, lim h(z) = 0 y tal forma que se cumpla respectivamente lo
Tr—a

que se indica.

= lim(f/h)(x) = +oo.

» lim(fh)(x) = +o0.
o « lim(f/h)(z) = —cc.

» lim(fh)(x) =0.

r—a

m lim(fh)(x) = 2.

r—a

» lim(fh)(x) = —3.

Tr—ra

= lim(f + g)(z) = +oc.
= lm(f +g)(z) = —oc.

» lim(f +g)(x) = 0.
= lim(fh)(z) = c,parac#0 "
alguna constante previa- " 1(f + 9)(x) = ¢ para

mente elegida. cualquier ¢ € R previa-

mente elegida.
Ejercicio 3.5.12 Se deja al lector definir lo que deberia de signifi-

car lim f(z) = eyo0, dondee, ey € {+,—}.

T—rE100
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Teoria de funciones continuas

4.1. El concepto de continuidad

; Cuando tiene sentido la igualdad lim f(z) = f(a)? Debe de ob-
Tr—a

servarse que para que esto tenga sentido deben satisfacerse cier-

tas condiciones paraa € Rypara f: D — R:

= Debe tenerse a € D para que tenga sentido f(a).

= Se requiere la existencia de lim f(z), lo cual requiere que a

r—a

sea punto de contacto de D.
= Deben coincidir f(a) y lim f(z).
Tr—a

Funciones para las que se cumple todo lo anterior son las prota-
gonistas de este capitulo.

4.1.1. Definiciony ejemplos basicos.

Definicién 4.1.1 Seana € Dy f: D — R. Sedice que f es conti-

nua en a silim f(z) = f(a). Si f es continua en todo a € D se dice
r—a

que f es continua.
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En el siguiente ejemplo se repasan algunas funciones continuas

que ya han aparecido en este en el texto.

Ejemplo 4.1.1 Las siguientes funciones son continuas.

202

Las transformaciones afines T,, : R — R, 2 — px + ¢
(vea la proposicion 3.2.3). En particular la funcion identi-

dad 1y : R — R, x — x es continua por ser afin (es el caso
p=1yq=0).

Las funciones constantes f : D — R son continuas (vea el
ejemplo 3.2.4).

La funcién valor absoluto abs : R — R,z — |z| es continua
(ejemplo 3.2.4).

La funcion de Dirichlet D : R — R noes continuaena € R,
para todo a € R (ejemplo 3.2.5).

La funcién de Thomae T : [0,1] — R es continua en cada
irracional a € [0, 1], pero no es continua ena € Q (ese es el
ejemplo 3.3.1).

Las funciones escalonadas E : [a,b] — R son continuas
encadat € [a,b] — {t; : 0 < j < n} (vea la notacion del
ejercicio 3.3.10). En particular la funcion de Gauss © — [z]

es continua en cada a ¢ 7.

La funcion seno es continua en o = 0 al igual que la funcion

coseno (teoremas 3.4.2 'y 3.4.1 respectivamente).

La funcion exponencial f, : R — R, x — a” es continua si
a > 0 (vea el ejercicio 2.7.2).



Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

En algunos textos se encuentra la interpretaciéon geométrica de
continuidad en a como que es posible dibujar la grdfica de f cerca
de a sin levantar el lapiz, o también la grdfica de f no se rompe en
a. Pese a que muchas de las funciones continuas cumplen esto,
la idea no es del todo correcta como lo demuestra la funcion de
Thomae (ejemplo 3.3.1).

A continuacion se tiene un ejemplo clasico.

Ejemplo 4.1.2 Seac € Rysea f. : R — R dada por

sen(1/x)

C

No importa qué valor tomec, la funcion f, no es continuaena = 0.
El problema es que no existe 31013% fe(x).

Para ver esto basta considerar las sucesiones (a,)nen ¥ (by)nen da-
das pora, = 1/[2nw+ 37| yb, = 1/[2n7+ $n); claramente a,, — 0,
b, — 0y también f.(a,) — 1, f.(b,) —> —1 (ambas sucesiones
son de hecho constantes).

Para la funcion z — z" f.(x) (n € N fijo) el limite glglir(l] z" f.(x) existe
pero la continuidad se da solo cuando c = 0 (vea el ejercicio 4.1.1).

Se tiene el siguiente resultado anélogo al teorema de equivalen-
cia de limite de funciones por sucesiones (teorema 3.3.1), sin em-
bargo se sugiere que antes de que el lector revise la demostracion
de este teorema, se convenza primero, de que hay algo importan-

te que demostrar.
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Teorema4.1.1 Sea f: D — R ya € D. Las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes.
a) La funcion f es continua en a.

b) Para toda sucesion (d,,),cn convergente aa se tiene que (f(d,))nen
convergea f(a).

Demostraciéon: La diferencia con el teorema 3.3.1 es que ese re-
sultado excluye la posibilidad de tomar = = a en sus dos incisos,
ahora se debe lidiar con tener que cosiderar el punto a.

Sea (d,)nen C D convergente a a € D. Se define el con-
junto A := {n € N : d,, = a}. Hay dos casos a considerar sobre .A
y B := N— A: ambos son infinitos o bien alguno de ellos es finito.
Caso 1: A y B son infinitos. En este caso, se tiene dividido N en
dos conjuntos disjuntos A = {n; <ny < ---}yB ={m; <my <
.-+ }. Ahora bien, la sucesion (f(d,, ))reny converge a f(a) por ser
sucesion constante; la sucesion (f(d,, ))xeny converge a f(a) pues
(dmy)ken C D —A{a}y fla) = glﬂlir(ll f(x) (aplicacion directa del teo-
rema 3.3.1). Se concluye al aplicar el resultado del ejercicio 3.4.1.
Caso 2: Si A es finito se trunca la sucesion (d,)neny @ una (dy,)n>n
en la que se aplique directamente el teorema 3.3.1. Si B es fi-
nito se trunca a una sucesion constante (d,),>y = (a),>n. En
ambos casos la sucesion (f(d,)),>n converge a f(a), y con esto
(f(d,))nen converge a f(a).

b) = a) | Esta parte es trivial pues en particular se tiene que la su-
cesion (f(d,))nen converge a f(a) para cualquier sucesion (d,, ) ey C
D — {a}, basta aplicar entonces el teorema 3.3.1 para concluir

f(a) = lim f(z). -
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

El teorema anterior enfatiza el que ahora a € D y que a deba ser
incluido en la consideracion al limite, por eso una definicion de
continuidad en a € D de una funciéon f : D — R del tipoe — ¢

€s como sigue:

Ve>030>0: xz€Us(a)ND = |f(x) — fla)| < e

Ejemplo 4.1.3 Sea a > 0. Del teorema 4.1.1 y el ejercicio 2.7.2 se
tiene que la funcion f, : R — R, x — a” es continua.

Un resultado, que para este punto ya no requiere demostracion
(es consecuencia de las PA-LF y el ejercicio 3.3.3), es el siguiente,

al cual se hara referencia como PA-FC.

Teorema 4.1.2 (Propiedades aritméticas de funciones continuas)
Sean f,g : D — R funciones continuas en a € D. Se tiene que
las funciones f + g y fg son continuas en a. Si g(a) # 0 entonces

también1/q y f/g son continuas en a. Si f > 0 entonces también

x +— /f(z) es continua es a.

Las PA-FC permiten construir muchas funciones continuas par-
tiendo de algunas elementales, vea el ejercicio 4.1.5 por ejemplo.

Otro resultado muy ttil en la practica (un medio de construccion
de funciones continuas) es el que se da a continuacion; éste va en
el mismo espiritu que el teorema 3.5.3, raz6n por la cual se dejan
los detalles de la prueba al lector, dicha prueba es casi igual solo
que incluyendo a «a, la demostracion no debe serle complicada
gracias al teorema 4.1.1.
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Teorema 4.1.3 (Lema del pegado) Seaa € Dyseanf,g: D — R
funciones tales que li}‘n flz)=L= li{‘n g(x). Se tiene entonces que

la funcion F' : D — R dada por

flz) siz<a
F(x)=< L six=a

g(x) siz>a

es continua en a.

La continuidad se preserva bajo composicion de funciones como

se vera a continuacion.

Teorema 4.1.4 (Invarianza de continuidad bajo composicion)

Sean f: D — Ryg: E — R funciones tales que
a) f(D) C E,

b) f escontinuaenac Dy

¢) g escontinuaenb = f(a) € E.

Se tiene entonces que la composicion go f : D — R es continua
ena.

Demostracion: Para ver la continuidad de g o f se utilizara varias
veces el teorema4.1.1. Sea (d,, ),y C D una sucesion convergien-
do a a; como f es continua en a se tiene que (f(d,))nen C E €s
una sucesion convergiendo a f(a) = b; como g es continua en b

se tiene que entonces (g(f(d,)))nen €S UNa sucesion convergien-
doag(b) = (go f)(a). Enresumen (g o f)(d,) — (g o f)(a). 0
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

Pese a que con la prueba anterior (muy cortay directa) ya se tiene
demostrado la invarianza de la continuidad bajo composicion,
se dard una prueba ¢ — § pues la idea de ir jalando hacia atrds
desde la ¢ es muy ttil y usada en cursos de topologia y analisis
y esta es una buena ocasion para empezar a aprenderla. Aqui
se presenta la segunda demostracion del teorema 4.1.4 (también

muy corta).

Demostracién: Sea = > 0. Como g es continua en b = f(a) existe
d; > 0 de tal forma que e > |g(y) — g(b)[ = [9(y) — (g © f)(a)| para
toda y € Us (a) N E. Ahora bien, para esta 6; > 0, por la conti-
nuidad de f en qa, existe § > 0 de tal forma que |f(z) — f(a)| < &
siempre que = € Us(a) N D.

Ahora bien, se tiene la siguiente cadena de implicaciones

v € Us(a)ND = f(x) € U5, (f(a))NE = [g(f(x))—(gof)(a)| <&

lo cual muestra la continuidad de g o f en a. O

4.1.2. Ejercicios

Ejercicio 4.1.1 Sea c € R una constante dada y sean € N. Defina
la funcién g, . : R — R mediante g, .(xr) = x"sen(1/z) six #0y

Inc(0) = c.
= Realice las grdficas de g, . ¥ g2...
» Demuestre que existe h’n% Gn.c(T).
T—r

» Concluya que las tinicas funciones g,, . que son continuas en

a = 0 son las de la forma g,,.
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Sugerencia: Para el segundo punto observe que |gy, .(x)| < |z|™.
Ejercicio 4.1.2 Demuestre las PA-FC (teorema 4.1.2).

Ejercicio 4.1.3 Sea f : D — R continua. Muestre que para cual-
quier E C D no vacio se tiene que la restriccion f|lp : E — R
es continua.

Ejercicio 4.1.4 (Traslacion del dominio) En algunos textos se en-
cuentra el siguiente enunciado: [ es continua en a si solo si
lim f(a +h) = f(a).
» Haga preciso el enunciado, hay que definir de modo exacto
cudl es el dominio deh — f(a+ h) si D es el dominio de f.

» Demuestre la afirmacion una vez que la haya precisado.

Ejercicio 4.1.5 Demuestre lo siguiente.

» Toda funcion polinomial f : D — R es continua.

» Sea R : D — R una funcion racional, esto es una funcion
para la cual existen funciones polinomiales f,g : D — R
tales que R(x) = f(x)/g(x) (observe que esto implica que
g(x) # 0 para todo x € D) es continua.

Sugerencia: Para una prueba limpia en el primer punto use induccion
para probar que x — x" es continua y después continte con el caso ge-

neral con induccion sobre el grado.

Ejercicio 4.1.6 Demuestre que la funcion f : R — R dada por

_ 13sen’(z) — 52cos®*(z) + 2020 sen(x) + 11
B sen?(z) +sen(z) + 1

/()

es continuaena = 0.

Sugerencia: Utilice el teorema 4.1.4.
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

Ejercicio 4.1.7 Argumente el porqué la funcién g : R — R,

sen(z) T 7& 0

gx) =4 °
1 rz=0

es continua en todo a € R.

Ejercicio 4.1.8 Considere la funcién f : R — R dada por

x  sizeQ,
fz) = ,
—x  siz € R\Q.
Muestre que esta funcion es continua ena = 0 pero no es continua

en cualquier otro a # 0.

Ejercicio 4.1.9 Sea o € R tal que0 < o < 1ysea f : [a,b] — R
una funcion continua con la propiedad de que para cada x € |a, b|
existey, € [a,b] de tal forma que |f(y,)| < o|f(x)|.

Demuestre que existe L € [a,b] con f(L) = 0.

Sugerencia: Fije v1 € [a,b] y construya una sucesion (z,)neny C [a,b],
empezando en x1, de tal forma que |f(xn+1)|] < (a™)|f(x1)]. sQué pasa

ahora con f(L) donde L es limite de alguna subsucesion de () nen?

Los siguientes tres ejercicios dan ejemplos de funciones conti-

nuas sobre intervalos cerrados.

Ejercicio 4.1.10 Sea f : [a,b] — [c, d] una funcion suprayectiva y
estrictamente mondtona creciente (i.e. v, < xo = f(x1) < f(x2)).
Seazy € (a,b), paraunc > 0 dado se eliges, > 0y o > 0 tales que
g1 <€y

f(xo) +er, flzo) —er€le,d]  y  [vo— 0,20+ 0] C [2g, 75 ];
donde f(xq) = f(z0) — 1y f(xg) = flx0) + €1
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= Justifique que efectivamente se pueden hacer tales eleccio-

nes/construcciones.

= Pruebe que x € [a,b] N Us(xg) implica que |f(x) — f(xo)| <
g1 < e y concluya que f es continua en x.

» ;Qué adecuaciones tienen que hacerse para demostrar que f

es continua también enxy = ayenx, = b?

A

d
f(l’o) + &1

f(zo)
f(xo) — &1

\

Ejercicio 4.1.11 El ejercicio anterior muestra que si la funcion
f :la,b] — [c,d] es suprayectiva y estrictamente monotona cre-
ciente entonces es continua. Demuestre que el mismo resultado se

obtiene si se cambia creciente por decreciente.

Ejercicio 4.1.12 SeaY C R ysea f : [a,b] — Y una funcion
continua tal que existe la funcién inversa f~' : Y — [a, b]. Sean
también xy € [a,b] ¥ (yn)nen C Y una sucesion convergiendo a
f(zo). Demuestre las siguientes afirmaciones, donde x, € |a,b|,

f(xn) = Yn-

» Toda subsucesion (z,, )ren que es convergente tiene limite x.
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

= La sucesion (x,),en cOnverge a xy.

Concluya de lo anterior que toda funcion f : [a,b] — Y continua
y biyectiva tiene inversa continua.

Sugerencia: En el segundo punto proceda por contradiccién encontran-
do una subsucesion (x,, )ren lejos de xo; ahora encuentre una subsuce-

sion de (z,, )ren convergente para contradecir el primer punto.

4.2. Teoria de funciones continuas en in-

tervalos cerrados.

Se comienza esta seccion con un resultado que refina el teore-
ma de la preservacion del signo (teorema 3.2.2) para el caso en
que el dominio es un intervalo cerrado, este resultado resuel-
ve pasos técnicos en la prueba del teorema de Bolzano que se

dara después.

Lema4.2.1 Seaf : [a,b] — R una funcion continuaenx, € |a, b
tal que f(xo) > 0. Existe 6 > 0 de tal forma que f(z) > f(zo)/2

para toda x en la region indicada:

a) x € la,a+9) C [a,b], enelcasoxy,= a,

b) x € (b—9,b] C [a,b], enelcasoxy, = b,

¢) z € Us(a) C [a,b], enel caso x, € (a,b).

Un enunciado andlogo se obtiene si f(x() < 0.

Demostracién: Del teorema 3.2.2 existe 6, > 0 tal que f(z) >
f(zo)/2 paratoda z € Us,(a) N D.
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Ahora se define 6 > 0, dependiendo de los casos sobre z(, para

garantizar no salirse del intervalo [a, b]:

5 {min{51, b—a} sizg € {a,b},

min{dy, zo — a,b — xo} sizg ¢ {a,b}.

4.2.1. Elteorema de Bolzanoy el T.V.I.

La prueba del teorema de Bolzano dada a continuacion esta ba-
sada en la que se da en el libro de Spivak [6].

Teorema 4.2.1 (Bolzano) Sea f : [a,b] — R continua y satisfa-

ciendo f(a)f(b) < 0. Se tiene entonces que existe x, € (a,b) con

Demostracién: Hay 2 casos similares a considerar: f(a) < 0 <
f(b)y f(a) > 0 > f(b). Observe que puede pasarse de un caso al
otro considerando la funcién — f en lugar de f y que (—f)(zo) =
0 siysolo si f(xzy) = 0, por lo tanto bastard considerar el caso
f(a) <0 < f(b), cosa que se supondrd desde ahora.

Se pretende localizar el minimo x, con f(z,) = 0, para esto sea

N ={z€la,b]: fly) <0 Vy € [a,z]}

el conjunto de las primeras preimagenes negativas de f.

N # O puesa € N, (f(a) < 0, [a,a] = {a}); puesto que [ es
continua en ¢, el lema 4.2.1 nos permite elegir §, > 0 de tal forma
que f(z) < O paratodaz € [a,a +6,) C [a,b]; asia + & € N.
Como N C [a,b] se tiene que A es acotado superiormente (b es
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

cota superior); de hecho, como f es continua en b, por el lema
4.2.1 existe 0, > 0 de tal modo que f(z) > 0 para cualquier

x € (b— &,b] C [a,b], se puede observar entonces b — % es cota
superior de N. Por el axioma de completez existe 2o = sup(/N);
ahora bien

Oa O
— < xp<b——=<b
a<a+2_x0_ 5

en donde las dos desigualdades intermedias se siguen porque a+
%ﬂ eENyb-— % es cota superior de A respectivamente; se tiene
entonces z € (a,b).

Para demostrar f(z,) = 0 se va a utilizar la tricotomia y demos-
trar que f(x¢) > 0y f(zo) < 0 son imposibles.

f(zo) < 0 es imposible: Si se tuviera f(z;) < 0 existiria, por el
lema 4.2.1, 6 > 0 con Us(xg) = (xg,—0,79 + ) C [a,b] y tal que
f(z) < Oparatodax € (xg — 6,0 + 9).

Ahora bien; por la proposicién 1.5.4, paraestad > 0 existe z; € N
conzy— 0 < r; < x9 = sup(N). Como z; € N, f(x) < 0 para toda

x € [a, z1], pero con esto se tiene entonces que f(r) < 0 para toda
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x € [a, 1] U [21, 7o + 2], lo cual dice que x5 := 29 + § € V.

f<0 f<0

o
—l

[ (
[ \
a 1 Ty T2 b

Us(xo)

Por otro lado zo + % € N esimposible pues z, + g > 9 = sup(N).
Descartemos ahora el caso f(x) > 0. Si se tuviera f(x,) > 0 exis-
tiria, nuevamente por el lema 4.2.1, un § > 0 de tal modo que
Us(xo) C [a,b] ytal que f(z) > 0 paratodaz € (zg — 6,9 + 0).
Ahora bien; por la proposicién 1.5.4, paraestad > 0 existe z; € N
conzy— 0 < x1 < xg = sup(N).

J >0 Us(xo)

( ) 1
I 5 o )

f<0

Por un lado f(z;) < 0 pues z; € N pero por otro f(z;) > 0 pues

zy € Us(xp), esto contradice la propiedad de tricotomia. u

La demostracion del teorema de Bolzano es de caracter teorico,
no dice como encontrar un tal z,. A continuacion se dara otra de-
mostracion del teorema de Bolzano usando sucesiones, la prue-
ba produce un algoritmo para encontrar un tal z, (Qque observe
que no tiene por qué ser Unico).

Demostracion: (Método de biseccion) Nuevamente se conside-

rard solo el caso f(a) < 0 < f(b). La idea es ir cambiando de
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

intervalo a uno que tenga la mitad de la longitud del intervalo
anterior hasta encontrar el x, deseado.

Se comienza por definira; := a, by := b, I := [a,b] ymy := (a+b)/2
(el punto medio de [a, b)). Si f(m;) = 0 el algoritmo termina al to-
mar r, = m;. En caso contrario, sean a,, by, m, definidos de la

siguiente manera
(al,ml,(al +m1)/2) si f(al)f(ml) <0
(ml,bl,(ml +b1)/2) si f(al)f(ml) > 0.

Si f(a1)f(m1) > 0 entonces f(m1)f(b1) < 0 pues f(a1)y f(b1) son
de signo contrario, debe observarse que a, < b, en cualquier ca-

(CLQ, b27 mQ) =

s0; sea I, := [ag, bs], lalongitud de I, C I; es (en cualquier caso)
(b—a)/2.

Nuevamente, si f(my) = 0 se define xy = my y si f(mg) # 0 se
parte el intervalo a la mitad y decidimos cual sera /; en base al
signo de f(mg3) (ms el punto medio de I); asi se continua de mo-
do inductivo. De modo mas preciso, se supone ahora que se han
construido, como se indica, intervalos ,, C I,, .y C ---I; = [a,b],
I; = [a;, b;], tales que lalongitud de I; = (b; — a;) = (b—a)/2" 'y
cada punto mediom;, 1 < j <n—1estal que f(m;) # 0 (i.e. an
no se encuentra un punto x, con f(zy) = 0)y f(a;)f(b;) < 0. Sea
m,, el punto medio de I, si f(m,,) = 0 se toma x, := m,, y el algo-
ritmo concluye; en caso contrario sean a,, 1, b, 11, m,+1 definidos

de la siguiente manera

(ap, My, (@ +my)/2)  sifan)f(my,) <0
(Miny by (M + 0,)/2) s fan) f(my,) > 0.

L1 = [ans1, bus1), 1a siguiente figura de 7, muestra la eleccion

(an+1> bn—i—la mn—l—l) =

del intervalo 7,,,.
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Lyt si f(an)f(mn) <0

Iny18i fan)f(mn) >0

Debe observarse que la eleccion del intervalo garantiza que se
tenga en cada momento que f(a,+1)f(bns1) < 0.

Ahora bien, si se tiene suerte, en algin paso se encuentra un pun-
to medio z, con f(zy) = 0. Supongase que no se tuvo tal suerte;
en este caso se habran construido sucesiones (a, ),y monoto-
na creciente y (b, ),cy monotona decreciente (pues /.1 C I, pa-
ra toda n € N) las cuales son acotadas (ambas constan de ele-
mentos de [a,b]) y por tanto convergentes (teorema de Weier-
strass). Debe tenerse 711520 a, = 7}1320 b, por las PA-SCy el hecho
queb, —a, = (b—a)/2"' — 0.

La afirmacion a demostrar ahora es que z( := lim a,, (Observese
que zy € [a,b]) satisface f(zy) = 0. En efecto,n G;Oando que f es
continua en x, se tiene (de la monotonia al limite) que

0< flwo)* = (1 flan)) (Mim f(b)) — lim flan)f(b) < 0,

PA-SC n—00 teo. 2.4.1

de donde f(x¢) = 0, obviamente x, € (a,b) pues por la hiposis se

tiene f(a) # 0 # f(b). O

Un ejemplo de como puede usarse el teorema de Bolzano para

resolver problemas de algebra, es el dado a continuacion.
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

Ejemplo 4.2.1 Encuentre un niumeron € Z tal que la ecuacion
5 4 —
> +5x" +2x+1=0.

posee una solucién en el intervalo [n,n + 1].

Una manera de atacar este ejercicio es usando el teorema de Bol-
zano; obviamente la funcion a considerar es g : R — R dada por
x +— 2° + 5zt + 22 + 1. Para buscar el entero n se puede aprove-
char que la primera parte del polinomio tiene la forma x> + 5x*,
que puede cancelarse si se toma x = —5, con esto g(—5) = —9 < 0.

Ahora, bien,

g(—=4) = [(=4)° +5(—4)"] + 2(-4) + 1
[(—4)Y] + 2(—4) + 1 = [(16)%] = 7 > 0.

Para aplicar el teorema de Bolzano basta considerar ahora a la
funcion f : [-5,—4] — R dada por f := g|_s5_4, que cumple
todos los requisitos del teorema y por lo tanto cumple que existe
zy € (=5, —4) tal que

0 = g(x) = 2§ + dxg + 20 + 1.
Eln buscado es entoncesn = —5.

Como una aplicaciéon de los teorema de Bolzano puede darse
otra demostracion a la existencia de raices k-ésimas para nime-
ros positivos, k entero impar (vea el teorema 2.4.4). Esta demos-
tracion se deja como ejercicio al lector, con sugerencia, (vea el
ejercicio 4.2.1) y se sugiere que lo resuelva ahora antes de conti-
nuar la lectura.

Encontrar una raiz n-ésima de un nimero o € R es encontrar

una solucién en z a la ecuacion polinomial z” — « = 0. Ahora se
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mostrard, como una aplicacion del teorema de Bolzano, el resul-

tado mas general de que toda ecuacion polinomial
2" 4 12" N o™ P+ ax+ag =0

con n impar, tiene una solucién » € R; por las razones ante-
riores a dicha solucion se le llama también raiz del polinomio
2" + ap 12" 4 @, 92" 2 4 - - + a7 + ag. Se comenzara por esti-
mar que tan grandes pueden ser las raices de un polinomio, para

esto se necesitara el siguiente lema técnico.

Lema4.2.2 Sean € Nyseanag,ay,--- ,a,_1 € R ntimeros cuales-
quiera. Defina M = 1+ nmax{|a;| : 0 < j < n}. Parab € R con
|b| > M se tiene entonces que

Ap—1 Ap—2 3] Qo
+ + -+ + —
b b2 bn—l bn

<1.

Demostraciéon: Observe que || > M > 1 implica que
B = b > [b] > M > nla,|
de donde |a,,;|/|b’| < 1/n paratoda0 < j < n.Con esto se tiene

Qo

bn

Ap—1

b

11 1
<—4+-—+-+-=1
T n n

Ap—2

b2

Qo

Des. tria.

~~
n veces

O

Teorema 4.2.2 (Estimacion del tamaiio de las raices) Sean € N
y sean ag,aq,--- ,a,_1 € R numeros cualesquiera. Si la ecuacion
polinomial

T 4 12" oz P+ axr+ag =0
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

posee una raiz real r entonces dicha raiz se encuentra en el inter-
valo [—M, M|, donde M = 1+ nmax{|a;| : 0 < j < n}.

Demostraciéon: Se demostrara que fuera del intervalo [—M, M]|
no hay soluciones de la ecuacion polinomial dada. Sea b ¢ [—M, M],
asi|b| > M yporellema4.2.2 sesigue que —1 < #2122 ... 4
sl + 2 < lyconestoque 1 4 “=t + 2522 oo 4 2 420> (),
Ahora bien, basta observar que

b +”.+bn71+bn

bn+an71bn—1 +.. +a1b+a0 _ (bn) <1+ anp—1 al @) :

ellado derecho no puede ser cero al ser el producto de dos ntime-
ros diferentes de cero (recuerde que |b| > M > 1). Se concluye de

lo anterior que b no es solucion de la ecuacion dada. O

Ahora si, ya se puede demostrar el resultado de existencia de

raices reales para ecuaciones polinomiales de grado impar.

Teorema 4.2.3 (Existencia de raices de polinomios de grado impar)
Sean > 3 un entero impary sean ap,ai,--- ,a,—1 € R niimeros

cualesquiera. Para la ecuacion polinomial
2" ap 2" an 0" iz +ag=0
existe una solucion real r.

Demostraciéon: Sea M como en el teorema 4.2.2 yseab > M.
Se definen « = —byla funcién f : [a,b] — R dada por f(x) =
" + ap 12"+ ap 22" % + -+ - + a1z + ag. Por el ejercicio 4.1.5 se
sabe que f es continua. Ahora bien,

fla) = f(=b) = (=b)" <1 + ((13 +o (_‘%) <0
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en donde en la dltima desigualdad se us6 que (—b)" = =" <0y

el otro factor es positivo seguin el lema 4.2.2. De modo anéalogo

n Ap—1 Qo
FO) =0 (1+ = 20 s 0

Como f(a) < 0 < f(b) se sigue del teorema de Bolzano que exis-
ter € (a,b) con f(r) = 0, es decir, la ecuacion dada tiene una

solucién real r. -

El ejemplo tipico, de que el resultado anterior no es cierto para
cuando n es par, es 41 = 0 0o mas generalmente z?"+1 = 0. Nin-

guna de estas ecuaciones tiene solucion (vea el ejercicio 4.2.2).

Una consecuencia sencilla del teorema de Bolzano es el teorema
de valor intermedio (abreviado desde ahora como T.V.1.); de he-
cho ambos resultados son equivalentes pues el teorema de Bol-
zano es un caso particular del T.V.I..

Teorema 4.2.4 (Teorema de valor intermedio) Sea f : [a,b] — R
continuayc € R tal que f(a) < ¢ < f(b) (0o andlogamente f(a) >

c > f(b)). Se tiene entonces que existe x € (a,b) tal que f(zy) = c.

Demostracion: Se considera a la funcién ¢ : [a,b] — R dada
por g(xz) = f(x) — ¢, esta funcion es continua y ademas satisface
g(a)g(b) < 0, asi por el teorema de Bolzano (teo. 4.2.1) existe
zo € (a,b) con 0 = g(zo) = f(x9) — ¢, es decir f(zg) = c.

4.2.2. Ejercicios.

Ejercicio 4.2.1 Sea k > 2 numero naturaly o > 0, a # 1. Defina

b = méx{1,a} y considere la funcién g : [0,b] — R mediante
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

g(z) = z*. Demuestre que g(0) < a < g(b) y por lo tanto existe
r € (0,b) conr® = a.

Sugerencia: Trate por separado los casosb=1yb = a.

Ejercicio 4.2.2 Demuestre que para todan € N la ecuacion
22" + 1 = 0 no tiene raices reales.

Sugerencia: Use el teorema 1.4.1;el cason = 1 implica el caso general.

Ejercicio 4.2.3 En cada uno de los casos siguientes se debe demos-
trar que para f : [a,b] — R hay k elementos de |a, b] satisfaciendo

f(§) =0.

a) f(x) =2+ 723 +2—8,[a,b] = [-10,5] yk = 2.

b) f(x) =4a* — 323+ 22 — 5, [a,b] = [-3,3] yk = 2.

¢ f(z) =3z* — 2123 + 3622 4+ 22 — 8, [a,b] = [-5,5] yk = 4.

Ejercicio 4.2.4 Muestre que existe un niimero real x tal que
sen(x) =z — 1.

Ejercicio 4.2.5 Sea —2 < b < 2 un numero real dado. Demuestre
que la ecuacion
2° +b=3x

posee una solucion en el intervalo (—1,1).
Ejercicio 4.2.6 Seag: R — R continua y tal que:

= ¢(t) = 0 se satisface tinicamente parat = a 'y

m existenzi,zo € Reonz <a<wzyyg(x;) >0,7=1,2.
;Qué puede decirse acerca de ¢(t) para todat # a?
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Ejercicio 4.2.7 Demuestre las siguientes afirmaciones.

» Si f : R — R es continua y solo toma valores racionales

entonces es necesariamente constante.

» Sean f, g : R — R dos funciones continuas las cuales coin-
ciden en los racionales, esto es, tales que: f(r) = g(r) Vr € Q.

Demuestre que necesariamente f = g.

Ejercicio 4.2.8 Sea L. : R — R una funcion continua tal que pa-
ra cada racional r € Q se tiene: L(rx) = rL(z) Yz € R. Muestre
que existe una constante c € R tal que: L(x) = cx Vx € R.

Sugerencia: Empiece viendo quién trendria que ser la constante c; apli-

que el problema anterior.

Ejercicio 4.2.9 (Teorema del punto fijo de Brouwer en dimen-
sion 1).

Sean @ = [-1,1] x [-1,1] C R?
A={(z,z) € Q: z€[-1,1]} su diagonal
principaly f : [-1,1] — [-1,1] una fun-
cion continua. Muestre que la grdfica de f
y la diagonal A siempre se cortan, es decir
queexisteé € [—1,1] tal que f(€) = €.

Este teorema es vdlido en dimensiones mayores pero su demostracion es

mds complicada y se ve en los cursos de andlisis matemdtico y topologia.

Ejercicio 4.2.10 Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas
tales que satisfacen que f(a) < g(a) pero f(b) > g(b). Muestre que
existexy € (a,b) con f(xg) = g(xo).

Sugerencia: Considere f — g.
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

Ejercicio 4.2.11 Sea f : [0,1] — R una funcion continua tal
que f(0) = f(1). Muestre que existe zo € [0,1/2] de tal forma que
f(xo) = flzo +1/2).

Sugerencia: Utilice el ejercicio anterior con fljg1/2) ¥ g : [0,1/2] — R
dada por g(x) := f(x +1/2).

Ejercicio 4.2.12 ;Cudntas funciones continuas f : (0,1) CR — R
existen con la siguiente propiedad: f(z)? = z*Vz € (0,1)?

Ejercicio 4.2.13 Sea f : [-1,1] — R continua y tal que para ca-
da x € [—1,1] se tiene que z* + f(x)* = 1 (esto nos dice que la
grdfica de f es parte del circulo unitario del plano). Muestre que
paratodax c [—1,1] setiene que f(z) = /1 — 22 0 bien para toda
x € [~1,1] se tiene f(x) = —/1 — 22,

4.3. Teoremas de maximos y minimos de
funciones continuas sobre intervalos

cerrados

Con esencialmente la misma prueba que se dio en el lema 4.2.1,
la proposicion 3.2.4 se puede refinar para el caso de intervalos
cerrados al siguiente resultado.

Lema4.3.1 Sea f : [a,b] — R continua en zo € D, se tiene en-

tonces que existe § > 0 tal que f es acotada en la region indicada
a) x € la,a+ 9] C [a,b], enelcasoxy = a,
b) x €[b—0,b] C [a,b], enel casozry =10,
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c) x € [xg— 0,29+ d] C [a,b], en el caso xy € (a,b).

Acotada significa que el conjunto {|f(z)| : © € R} es acotado su-
periormente, donde R es la region respectiva.

Como se dijo antes, la prueba es la misma que en el lema 4.2.1,
Unicamente se tiene que usar (sustituir) §/2 por 6 paralograr que

el intervalo correspondiente sea cerrado y permanezca en |[a, b|.

4.3.1. Continuas sobre cerrados son acotadas

A continuacién se va demostrar el resultado (que es de suma
importancia tanto en cuestiones tedricas como en aplicaciones
practicas) de que las funciones continuas sobre intervalos cerra-

dos son globalmente acotadas.
Teorema 4.3.1 Sif : [a,b] — R es continua entonces f es acotada.

Demostracién: Supongase por el contrario que f no fuera aco-
tada, entonces cada n € N no seria cota superior del conjunto
{|f(z)| : = € [a,b]}, por lo que existiria z,, € [a,b] de tal forma que
| (zn)| > n.

Ahora bien, como (z,,).en C [a, b] se tiene del teorema de Bolzano-
Weierstrass (teo. 2.6.1) que existe una subsucesion (z,, )ten CON-
vergiendo a algiin punto z,. Observe que de la monotonia al limi-
teya < z, < bparatodan € N se sigue que z, € [a,b]. Como f
es continua en z, la sucesion (f(z,, ))ren converge a f(xy) y por
lo tanto debe ser una sucesion acotada (teo. 2.2.1). Sin embargo
esto contradice la construccion de (z,,),eny ya que:

[f(@n,)| > 2k VEEN,
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

conloque{|f(x)|: x € [a,b]} no puede ser acotado superiormen-

te al contener un subconjunto que no es acotado superiormente.

0
Una prueba un tanto diferente, basada en un método de bisec-
cién (como en la demostracion del teorema de Bolzano 4.2.1) se
puede leer en libro de Apostol (ver [2, pag. 185]). Otra prueba
muy diferente puede verse en el libro de Spivak (ver [6]). Para
que el lector tenga oportunidad de repasar el uso de supremos
y el axioma de completez, se deja a manera de ejercicio (y con
ligeras modificaciones para hacer la prueba més clara y simple)
el reproducir la prueba dada por Spivak (vea el ejercicio 4.3.1). El

lema 4.3.1 sera muy util para resolver dicho ejercicio.

4.3.2. Continuas alcanzan maximos y minimos.

Las funciones continuas sobre intervalos cerrados alcanzan (to-
man) su valor maximo y minimo, como lo muestra el siguiente

resultado bien conocido.

Teorema 4.3.2 Sea f : [a,b] — R continua, se tiene entonces que
f alcanza su mdximo y su minimo en [a,b]. De modo preciso: si
M(f) := sup fla,b] y m(f) := inf f|a,b] entonces existen x,,z, €
[a,b] con M(f) = f(x1) ym(f) = f(2).

Antes de la demostracion debe observarse que M = M (f)ym =

m(f) son efectivamente méaximo y minimo (no solo supremo e

infimo respectivamente, que existen por el teorema 4.3.1) del con

junto f([a,b]) = {f(x) : « € [a,b]}.
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Demostracién: Se comenzara por ver que se alcanza el maximo.
Usando el teorema 1.5.4 se puede encontrar, para cadan € N, un
elemento d,, € [a,b] con M — 1/n < f(d,) < M. Del teorema de
Bolzano-Weierstrass (teo. 2.6.1) es posible tomar una subsuce-
sion (d,, )reny cONvergente a un namero z;. Observe que d,, € [a, b
paratodan € Nimplica que z; € [a,b].

Ahora bien, de la continuidad de f en z; se sigue, del hecho que
d,, — z1, que f(d,,) — f(z1). Sin embargo del hecho de que
M —1/n < f(d,) < M ylaley de estriccion (teo. 2.4.2) se sabe
que f(d,,) — M asique en particular f(d,,) — M. Se concluye
de la unicidad del limite que M = f(z1).

Ahora toca el turno de verificar que se alcanza el minimo.

Se puede proceder de forma anéloga a la parte anterior o bien se
puede reducir a ésta considerando la funcion — f y notando que

m(f) =—M(—f) (repase el ejercicio 1.5.11). 0

Tanto Apostol como Spivak dan en sus libros (ver [2, Teorema
3.12] y [6]) pruebas en esencia diferentes a la dada aqui del teo-
rema anterior. Ambos proceden por contradiccion y consideran
la funcién continua g : [a,b] — R, z — 1/(M — f(x)); Apos-
tol contradice la minimalidad de M/ como cota superior y Spivak
el que g sea acotada (teorema 4.3.1). La prueba presentada aqui

no requiere el teorema 4.3.1, mas que para saber la existencia de

M(f)ym(f).
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Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

4.3.3. Continuas sobre intervalos cerrados son uni-

formemente continuas.

Se comienza esta seccion con la definicion de continuidad uni-
forme, concepto que es muy util en teoria de integracion y espa-

cios de funciones.

Definicién 4.3.1 Sea f : D — R una funcion. Se dice que f es

uniformemente continua si para cada s > 0 existe > 0 con:
vyeDfr—yl<d = [fle)-fly)l<e.

La definicion difiere en la de continuidad en la universalidad del
9, aqui no hay un punto prefijado a € D, del que normalmen-
te depende 0 (ademas de la dependencia de ¢ que es obvia). El

siguiente ejemplo clasico aclara la diferencia.

Ejemplo 4.3.1 Sea D = (0,1) y f : D — R la funcion dada por
f(z) = 1/z. Se sabe que f es continua por las PA-FC, sin embar-
go no es uniformemente continua. En efecto, si f fuera uniforme-
mente continua entonces para c := 1/2 deberia existir 6, > 0 con
|1/z—1/y| < e =1/2siemprequex,y € (0,1) y|x—y| < . Sinem-
bargo, dado cualquier § > 0 es posible tomar (por la propiedad ar-
quimediana) N € N con1/N < ¢, en particular paran > m > N
setienequel/n,1/m € (0,1),|1/m —1/n| <1/m < 1/N < 6 pero

[f(/m) = f(A/n)| =|m —n|>1>1/2=¢,

lo anterior muestra que tal 5, no puede existir, contradiciendo en-
tonces que f es uniformemente continua.

La siguiente proposicion es clara y no requiere demostracion.
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Proposicion 4.3.1 Toda funcion uniformemente continua es en

particular continua.

El teorema importante de esta seccion es el siguiente, con el cual
se finaliza este capitulo.

Teorema 4.3.3 Sea f : D — R. Si D es un intervalo cerrado en-

tonces | es uniformemente continua.

Demostraciéon: Sea D = [a, b] y supongase por lo contrario que
f no fuera uniformemente continua. Sea ¢ > 0 de tal modo que
para toda § > 0 es posible econtrar x;, ys € [a,b] con |zs — ys| < §
y|f(zs) — f(ys)| > . En particular se puede encontrar sucesiones
(Zn)nen ¥ (Yn)neny €0 D = [a, b] de tal forma que |z, — y,| < 1/ny
|f (@) = fyn)] = €.

Ahora bien, como (y,).en C [a,b], por el teorema de Bolzano-
Weierstrass (teorema 2.6.1), se puede tomar una subsucesion (y,, )xen
convergente, sea L su limite. Como a < y,, < b, paratodan se tie-
ne que L € [a,b].

Claramente (y,, — =, )»eny converge a 0 pues |y, — z,| < 1/n; se tie-
ne ahora de z,, = y,, — (y, — x,,) ylas PA-SC que (z,, )ren también
converge a L.

Como f es continua en L (proposicion anterior) se tiene que am-
bas (f(zn,))ken ¥ (f(yn,))ren convergen a f(L), de donde la suce-
sion de diferencias (f(z,,) — f(yn,))ren converge a 0, esto es sin
embargo imposible pues |f(z,,) — f(yn,)| > € paratodo k € N.

0

228



Capitulo 4. Teoria de funciones continuas

4.3.4. Ejercicios.

Ejercicio 4.3.1 El objetivo de este ejercicio es dar otra demostra-
cion del teorema 4.3.1 a la Spivak.

Sea f : [a,b] — R continua. Defina el conjunto
A={z €la,b]: f estdacotada en [a, z]}.
Demuestre cada una de las siguientes afirmaciones.

= Se puede encontrar 6, > 0 de tal forma quea + 6, € A.
» Existex, :=sup(A) yzo € (a,b].

» Sisetuvieraxz, < btomed > 0 tal que[zy— 6,20+ 9] C [a,b] y
tal que f es acotada en [xo — 9§, vo + ¢]. Llegue ahora a alguna

contradiccion y concluya que xo = b.
= Muestre que o = max(.A), es decir quesup(A) € A.

Concluya de lo anterior que f es acotada en todo |a, b|.
Sugerencia: Para llegar a una contradiccion en el tercer punto use el teo-

rema 1.5.4.

Ejercicio 4.3.2 Explique por qué la demostracion dada para el
teorema 4.3.1 falla si el intervalo no fuera cerrado.

Ejercicio 4.3.3 Demuestre que no importa qué valor tome L € R,
la funcion f : [0,1] — R dada a continuacion no puede ser con-
tinua: f(z) = 1/x siz #0y f(0) = L.

Ejercicio 4.3.4 Sea f : [a,b] — R una funcién continua. De-
muestre que el conjunto imagen fla,b] := {f(x) : © € [a,b]} es
un intervalo cerrado.

Sugerencia: Demuestre que fa,b] = [m(f), M (f)].
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Ejercicio 4.3.5 Dé unejemplo de una funciéns : [—1,1] — [—1,1]
la cual satisfaga la conclusion del teorema del valor intermedio en
todo el intervalo [—1, 1], que alcance su mdximo y su minimo pero
la cual no sea continua.

Ejercicio 4.3.6 ; En qué punto falla la demostracion del teorema
4.3.3 si D no fuera un intervalo cerrado?

Ejercicio 4.3.7 Demuestre que la funcion f : (1,4+00) — R dada

por x — /T es uniformemente continua.
Sugerencia: |/t — \/y||v/z + /y| = |z — y|.

Ejercicio 4.3.8 Suponga que f : D — R es uniformemente con-
tinua. Muestre que para toda sucesion de Cauchy (z,).cn Se tiene
que la sucesion (f(x,))nen es de Cauchy.

Ejercicio 4.3.9 Sea f : (a,b) — R una funcion la cual es unifor-

memente continua.

» Demuestre que para cualesquiera dos sucesiones convergen-
tes (an)nen C (a,b), an — a y (by)nen C (a,b), b, —> b se

tiene que (f(a,))nen ¥ (f(byn))nen SON convergentes.

m Sean (al)nen, (b,)nen C (a,b) ofras sucesiones convergentes

a a y b respectivamente. Muestre que (f(a,) — f(a)))nen ¥

(f(by) — f(V.))nen convergen a0.

» Concluyade lo anterior que los limites de (f(a,))nen ¥ (f (bn))nen
son independientes de las sucesiones (a,)nen ¥ (bp)nen cOn-
vergiendo a a y b respectivamente.

» Demuestre que existe una funcion F : [a,b] — R continua

ytalque F|qp = f.
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La derivada

5.1. Conceptosy ejemplos basicos

En todo este capitulo siempre que se diga que I C R es un abier-
to se referird a que es un intervalo abierto, un rayo abierto, unién
de algunos de estos o bien todo R; para cuando [ es abierto se

escribirda I c,, R.

Definiciéon 5.1.1 Sea I C R abierto ya € I. Se dice que una fun-
cion f : I — R es derivable en a si existe el limite

fla+1t)— fla)
. :

f'(a) :=1lim

t—0

Alvalor f'(a) se le llama la derivada de f en a.

Debe observarse que, a simple vista, pareciera que se tiene (por
ejemplo si la funcién f es continua en @) una indeterminacion
del tipo 0/0, pero realmente no es el caso, pues el limite se toma
al cociente y no a cada parte del cociente (de hecho no puede
aplicarse las PAL).
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El siguiente resultado muestra que la familia de transformacio-

nes afines consta de funciones derivables.

Proposicién 5.1.1 Sea I C R abiertoy sean c,d € R. Considere la
funcion afinT = T., : I — R dada por T(z) = cx + d. Se tiene
entonces que T es derivable en a y ademds T ,(a) = c. De modo
particular, se tiene que las funciones constantes son derivables con
derivada 0 en todo punto y que la funcion identidad es derivable

con derivada 1 en todo punto.

Demostracion: La segunda parte es consecuencia de la primera,
pues las funciones constantes son de la forma 7 4 y la identidad
es de la forma T’ .

Para la primera parte debe observarse que, para ¢t suficientemen-
te pequeno (paraquea+t € I),

T.ala+t) —Teala) [cla+t)+d —[ca+d ct

= = — = C

t

de donde existe el limite en cuestion y ademas es igual a c. 0

Una observacion importante (consecuencia de las propiedades
bésicas de limites) es que, en caso de que f : [ — R sea deriva-
bleena € I, se tiene

T—a T —aQ
Ejemplo 5.1.1 Para la funcién polinomialp : R — R dada por
p(z) = 522 se tiene que p'(7/2) = 35.
En efecto,
plz) —p(7/2) 5% — 5(7/2)? 5 —T7/2)(x +7/2)

r—T7/2  z-7/2 z—7/2 =5@+7/2)
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Capitulo 5. La derivada

de donde
Lo p@) —p(7/2) _ _
22%2 PR $£I7I;25(x +7/2) @5(7/2 +7/2) = 35.

Ejemplo 5.1.2 La funcién valor absoluto abs : R — R (vea ejem-
plo 3.2.4) no es derivable en a = 0.
En efecto, sea (x,),en una sucesion arbitraria de niimeros positi-

v0S ¥ (Yn)nen Una sucesion de ntimeros negativos. Se tiene que

abs(0 + x,) —abs(0)  |z,|

L,
Tn Tn
abs(0 -+ y) = abs(0) _ yl _
Yn Yn '

abs(0+t)—abs(0

De lo anterior se sigue que no puede existir liné ; ) (teore-
t—

ma 3.3.1).

A manera de proposicion se enuncian ahora unas consecuencias

de los limites notables estudiados en la seccion 3.4.

Proposicion 5.1.2 Las funciones sen, cos y exponencial x +— a*

(donde a > 0) son derivables y ademads se tiene que
» sen’(c) = cos(c), cos'(c) = —sen(c),
m (") (c) = a“In(a).

Demostracién: Para el primer punto observe que

sen(c + t) — sen(t) _ [sen(c) cos(t) + cos(c) sen(t)] — sen(c)

e = ) ot (210

Con lo anterior y los teoremas 3.4.1 y 3.4.2 se tiene que

t) — t
sen’(c) = lim sen(e +1) = sen(t) = sen(c)0 + cos(c)1 = cos(c),
t—0 C PA-LF
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La prueba de cos’(¢c) = —sen(c) es muy similar y se deja como

ejercicio al lector.

Para demostrar el segundo punto basta recordar el ejercicio 3.4.4:
acht

_AC t_l
L8 (a ) — aIn(a).

t t PA-LF

5.2. Propiedades aritméticasy

regla de la cadena

Después de haber visto un par de ejemplos lo que sigue es estu-

diar las propiedades basicas de las funciones derivables.

5.2.1. Continuidad como condicion necesaria para
la derivabilidad

Proposicion 5.2.1 Sean I C,, R abierto y a € I. Toda funcion
f: 1 — R derivableena € I es continua en a.

Demostracion: Sea f : I — R una funcién derivable en a € 1.
Ahora bien, siz € [ — {a} entonces

f(2) = f(a) + (z —a) (M)

r—a

de donde al usar PAL y que f es derivable en « se sigue que

lim f(z) = f(a) +0f'(a) = f(a)

r—a

lo cual muestra la continuidad de f en a.
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Capitulo 5. La derivada

La continuidad es entonces una condicion necesaria para la de-
rivabilidad, sin embargo no es suficiente como lo demuestra el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.2.1 Sea f : R — R la funcién dada por

Fa) = xsen(%) six #0

0 siz = 0.

Por el ejercicio 3.3.12 se sabe que esta funcion es continuaena = 0,
sin embargo no es derivable, pues parat # 0 se tiene

MO0 (1),

; Z

con lo que el limitelim {070
t—0

4.1.2, es decir, f no es derivable en a = 0.

no puede existir segun el ejemplo

Una consecuencia sencilla (pero interesante) de la proposicion

5.2.1 es la siguiente.

Corolario 5.2.1 Seaa € I C,, Ry f : I — R derivable en a.
Se tiene que la funcion f* es también derivable en a y ademds

(f2)(a) = 2f(a) f'(a).

Demostracién: Basta recordar que la continuidad de f en a dice
que 1111(1) fla+t) = f(a) y utilizar ahora las PA-LF notando que
—

POt =0 e+ g (HoH)=10)

t
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5.2.2. Ejercicios.
Ejercicio 5.2.1 Sea f : I C,, R — R derivableena € I.

» Demuestre que para cualquier constante c € R se tiene que
cf esderivableena con (cf) (a) = cf'(a).

» Usando la misma técnica del corolario 5.2.1 muestre que f*
es derivable también en a y de hecho (f*)'(a) = 4f3(a) f'(a).

» Utilizando el ejercicio 1.3.11 generalice lo anterior mostran-
do que ™ es derivableena y ademds () (a) = nf" ' (a)f'(a).

» FEscriba los resultados para el caso particular en que f es la
funcion identidad.

Ejercicio 5.2.2 En cada caso demuestre que la funcion f : R — R

dada es derivable en a € R y encuentre la derivada.
n f(x) =32%+ 22 +1,
» f(z) = sen(3z),
n f(x) =52 + 2sen(4x).

Ejercicio 5.2.3 Sea I C R abierto y sean f,g : I — R. Muestre
quesig escontinuaenay f(z) = (r—a)g(x) entonces f es derivable
ena y encuentre el valor de f'(a).

Repita el problema anterior, donde ahora la relacion entre f y g
estd dada por f(x) = (22 — a?)g(z).

Ejercicio 5.2.4 Sea f : R — R la cual satisface las siguientes

condiciones:

238



Capitulo 5. La derivada

= f(0) =1y f'(0) existe,
» para cualesquieraa,b € R sevale f(a + b) = f(a)f(b).

Demuestre que entonces f'(x) existe para cualquier x y de hecho se
cumple que ['(x) = 1'(0)  (x).

5.2.3. Propiedades aritméticas

Los ejercicios de la seccion anterior son casos particulares de
propiedades mas generales, que se enunciaran a continuacion,
estas propiedades se citaran como PA-FD (propiedades aritméti-

cas de funciones derivables).

Teorema 5.2.1 Sean f,g : I C, R — R funciones derivables en
a€ 1.

i) La funcion suma f + g es derivable en a y la derivada satisface
que(f+g)a= f'(a)+4' (a). Mas generalmente cualquier com-
binacion lineal \f + 1.g es derivable en a con (\f + pg)'(a) =
Af'(a) + pg'(a).

ii) (Regla de Leibniz) La funcién producto fg es derivable en a

con (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

iii) Si g(a) # 0 entonces la funcion reciproca 1/g esta bien defi-
nida en un abiertoU C I cona € U y es derivable en a con
(1/9)'(a) = —g'(a)/g(a)*. De modo mds general se tiene, bajo
las mismas circunstancias, que f /g es derivable en a con

(f/9)(a) = (1/g9(a)?) [9(a)f"(a) — f(a)g'(a)].
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Demostracion: Practicamente todo es consecuencia de PA-LE

i) Para la primera parte basta notar que

(Stg)att) = (f+g)a) _ flatt)=fla)  glatt)—gla)

t t t
La segunda parte (sobre combinaciones lineales) se sigue ahora

de esto junto con el primer punto del ejercicio 5.2.1.
i1) Debe observarse la identidad

fo)(a+1) ~ (Fg)(a) (041) — g(0) flat1) ~ f(a)
DO _ gy (HTHZI) g0 (Horn =00

por lo que por la continuidad en « de la funcién f (proposicién
5.2.1) y las PA-LF se sigue la regla de Leibniz.

i71) La primera parte es una pequefia modificacion de los teore-
mas sobre preservacion del signo (compare el teorema 3.2.2 y el
lema 4.2.1), por lo que queda de ejercicio al lector describir el
abierto U. La segunda parte (la derivada de 1/¢ en a) es conse-
cuencia (nuevamente) de las PA-LE la proposicion 5.2.1 y la si-
guiente manipulacion algebraica

(1/g)(a+1t) —(1/g)(a) _ (g(a +1) - 9(@)) ( 1 )
t t gla)gla+t)/) "

Por ultimo, la parte del cociente resulta de aplicar la regla de

Leibniz y lo anterior observando que f/g = (1/9)f. 0

Una consecuencia del teorema anterior y el tercer punto del ejer-
cicio 5.2.1 es que toda funcion polinomial es derivable, como se

precisa a continuacion.

Corolario 5.2.2 Seann € Ny ycy,c1,- -+ , ¢, € R constantes dadas.
Seal C, R yconsidere f : I — R la funcion polinomial dada
por f(z) = co+c1x+- - -+c,x™. Se tiene entonces que f es derivable
en todo punto a € I y ademas

f'(a) = c; + 2c3a + 3cza® + - - - + nea™
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Capitulo 5. La derivada

5.2.4. Regladelacadena

El siguiente resultado serd referenciado en el texto como RC.

Teorema 5.2.2 (Regla de la cadena) Sean !, J C R abiertosy sean
f:1I —R,g:J— Rtalesque f(I) C J. Si [ es derivable en
a € Iygesderivableenb := f(a), se tiene entonces que g o f es

derivable en a y mds atin se vale

(gof)(a)=g'(b)f(a)

Demostracién: Sea (z,, ),y una sucesion de elementos de 7 —{a}
la cual converge a a. Se requiere demostrar (teorema 3.3.1) que

o 0 D)) = (g2 (@)

n—00 Ty —Q

=4 (0)f"(a).

De la continuidad de f se tiene que (y,)nen = (f(2n))nen C J
converge a b = f(a), con esto se tiene que la sucesion (z,),en
definida mediante

g(yn)*g(b) si f(fUn) £b

Yn—

JO)  sifle)=b

converge a ¢'(b) (el lector debe verificar los detalles, es un ejerci-
cio de sucesiones). Mas atin para todon € N se satisface

20 (Yn — b) = g(yn) — g(b).
Con esto ultimo, la clave ahora consiste en observar que

(go f)(xn) = (go f)la)  g(yn) — g(b)
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Con esto y las PA-SC se sigue directamente que

iy 02D =02 D0 _ (4, ) (1 L) =100

n—00 Ty —Qa

n—00 n—00 xr—a

=g'(b)f'(a).

U
El siguiente resultado es una consecuencia sencilla de la RC, més

adelante se presentara una forma atin mas general.

Corolario 5.2.3 Sea f : (a,b) — R una funcién derivable en el
punto c € (a,b) y tal que f(a,b) C R es abierto. Si f es invertible
con inversa f~' : f(a,b) — R derivable en d := f(c) entonces se
satisface que f'(c) # 0 y ademas (f~*)'(d) = 75
Demostracion: Todo se sigue de derivar laigualdad f~'(f(z)) = =

enx = cusandolaRCy f(c) = d, setiene (f~1)'(f(c))f'(c) = 1. 0

5.2.5. Ejercicios

Ejercicio 5.2.5 Utilizando ahora la regla de Leibniz, de otra solu-
cion al primer y tercer punto ejercicio 5.2.1 (el tercer punto reque-
rird usar induccion).

Ejercicio 5.2.6 Apdyese de la RC para derivar f(x) = sen®(5x +1).

Ejercicio 5.2.7 Seal : R — R la funciodn identidad y sean

f,g : R — R funciones que son derivables y que ademds cum-
plen que f(0) = ¢g(0) = 0. Muestre que entonces no puede darse la
igualdad fg = 1.
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Capitulo 5. La derivada

5.3. Unas palabras sobre diferenciabilidad

Esta seccion es dedicada a analizar el concepto de diferenciabili-
dad; muchos autores omiten esto pues, como se vera en breve, es
equivalente el que una funcion sea diferenciable con el que sea
derivable. Esto no es el caso en dimensiones mayores, como se ve
en los cursos de célculo vectorial.

Definicion 5.3.1 Sean I C R abiertoy f : I — R una funcion
dada. Se dice que f es diferenciable en a < I si existe una funcion
Df, : I — R continua en a y de tal modo que para toda x € I se
cumple que
f(x) = fla) + Dfalz)(x — a).

Al valor D f,(a) se le denotara por % (a).
Ejemplo 5.3.1 Funciones diferenciables.
a) Toda funcion constante f : I — R es diferenciable en cada

punto de su dominio.
b) Lafuncionidentidadl : I — R esdiferenciable en todo punto

de su dominio.

En efecto, en el primer caso basta tomar D f, la funcién constante
cero (es continua) y observar que

f(@) = f(a) = f(a) + 0(z — a).

Para el segundo caso se toma a D f, como la funcion constante 1,

funciona por la siguiente identidad
Ix)=z=a+1(z —a)

Para familiarizarse con el concepto de funcion diferenciable se

recomienda al lector resolver en este punto el ejercicio 5.3.1.
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5.3.1. Equivalencia entre derivabilidad

y diferenciabilidad.

Como se mencion6 anteriormente el que una funcion (real de
variable real) sea diferenciable en « es equivalente a que sea de-

rivable en a. Esto es el material del siguiente teorema.

Teorema5.3.1 Seanl C,, R,a € Iy f: I — R una funcion. Las
siguientes afirmaciones sobre f son equivalentes

i) f esdiferenciable en a.
ii) f esderivable en a.

En caso de que se de alguna (y entonces ambas) se tiene la igual-
dad L (a) = f'(a).

Demostracién: Son dos las implicaciones a demostrar.

i) = i) |Se tiene una funcion Df, : I — R continua en « la cual

satisface que
f(x) = fla) + Dfa(z)(2 — a).

De la continuidad se tiene que lim Df,(x) = Df,(a) = %(a) y
entonces
lim M = lim D f,(z) = ﬁ

r—a Tr—a T—a dl’

()

de donde existe f’(a) y ademads coincide con %(a).

i1) = i) |Basta definir Df, : I — R mediante

f@-f@) g, )
Df,(z) = e -
f'(a) siz = a.

244



Capitulo 5. La derivada

Por la derivabilidad de fen a se tiene que D f, es continua en a y

de hecho, por la construcciéon D f,(a) = f'(a). 0

Por el resultado anterior es que, en lo subsecuente, se usaran las

palabras diferenciabley derivable indistintamente.

5.3.2. Ejercicios

Ejercicio 5.3.1 Usando directamente la definicion, demuestre que
se valen propiedades andlogas a las PA-FD para funciones dife-
renciables. De modo explicito, seal C R abiertoysean f,g: I — R
diferenciables en a € 1. Se valen entonces cada una de las siguien-
tes afirmaciones.

» [+ gesdiferenciableenay ademds D(f + g), = Df, + Dg,.

= fg esdiferenciable en a con
D(fg)a(z) = f(a)Dga(x) + g(a)D fo(x) + D fo(x)Dga(x — a).

» Sig(a) # 0 entonces (1/g) (que ya se sabe que esta bien defi-
nido en un abierto U C 1) es diferenciable en a con

D(1/g)u(x) = —gfg—gf())

» FEvaliie en a cada uno de los resultados anteriores para escri-

. S d d
bir los resultados en términos de & (a) y % (a)
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Sobre extremos locales y globales

Este capitulo contiene el andlisis clasico de extremos de una fun-
cion. Nuevamente se aclara que el énfasis estd en la demostra-
cion de los resultados y la teoria conocida antes que en sus apli-
caciones. Las aplicaciones son variadas y seguramente se estu-
diaron ampliamente en un curso de introduccion al calculo, por
lo que aqui no se ahondara en dichas aplicaciones. Si el lector no
tuvo ocasion de practicar aplicaciones de esta parte de la teoria,
se le sugiere ampliamente hacer una pausa en la lectura e ir a un
libro practico de calculo diferencial, como lo es el libro clasico de
Leithold [5].

6.0.1. Derivada como funcion

Antes de empezar de lleno con el andlisis de extremos es conve-
niente dar unas palabras sobre derivadas como funcion.

Sean I C R abiertoy f : I — R una funcién continua. Si f es
derivable en cada punto de / entonces se obtiene una funcion

f' I — R, que se le llama funcion derivada de f, mediante
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z — f'(x).Sila funcion f’ : I — R es nuevamente derivable en
cada uno de sus puntos entonces se puede obtener nuevamente
una funcién f” : I — R, llamada la funcién segunda derivada,
mediante = — (f’)'(x).

En general, si f*) denota a la funcion k-ésima derivada y ésta
es derivable en cada punto de I entonces se define la funcion
(k + 1)-ésima derivada mediante f*+1)(z) = (f®))'(z).

Se conviene con esto que f() = f/, f) = f7y O = f,

6.1. Extremos locales

En esta seccion se dara el andlisis clasico de valores extremos de
una funcién continua sobre un intervalo cerrado. Ya se ha visto
(ver teo.4.3.2) que las funciones continuas alcanzan su maximo
y su minimo, lo que ahora se hara es describir un método pa-
ra encontrar puntos en el dominio en donde se alcancen dichos
valores. Se comenzara por describir los conceptos de extremos

(maximos o minimos) de manera local.

Definicion 6.1.1 Sean D C Rnovacioy f : D — R una funcion.
Se dice que f tiene un mdximo local (respectivamente minimo
local) en c € D si existe un intervalo abierto I C R que contiene
a c y de tal modo que para todo x € D N I se tiene que f(x) <
f(c) (respectivamente f(z) > f(c)). Se le llama extremo local a

cualquiera de mdximo o minimo local.

De la definicion anterior se sigue que f : D — R tiene un maxi-
mo local en ¢ € D si existe un intervalo abierto / C R para el

cual la funcion f|pn; alcanza un maximo en ¢, es decir f(c) =
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Capitulo 6. Sobre extremos locales y globales

sup f(D N I). De manera similar se tiene para un minimo local.

Otra cosa importante a notar es que puede haber varios maxi-
mos o minimos locales, en la siguiente figura se tiene la grafica
de una funcion f : [a,b] — R la cual tiene un maximo local en
zo y otro en b, de hecho b es un maximo global (i.e. es maximo del
conjunto f(D)); la funcién representada tiene minimos locales

en ay en z;, estando en x; un minimo global.

Es posible también que la funcion alcance una infinidad de veces
su valor maximo o minimo (o ambos). Si el dominio es general,
puede darse también el caso que una funcién (incluso con regla
de asignacion sencilla) no posea maximos ni minimos locales,

esto se muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1.1 Considere la funcion identidad 1 : (0,1) — (0, 1).
Observe que sic € (0, 1) entonces para cualquier intervalo abierto
I C R se podran encontrar x,x; € (0,1) N I de tal forma que z, <
¢ < xy (densidad de racionales) y con eso 1(xy) < 1(c) < 1(xy), es
decir, en c no se tiene ni mdximo ni minimo local.

El siguiente resultado es clave en el analisis de extremos.
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Teorema 6.1.1 (Anulacién de la derivada en un extremo interior)
Sea I C R abiertoysea f : I — R una funcion que posee un
maximo local (o minimo local) enc € 1. Si f es diferenciable en c
entoces se tiene f'(c) = 0.

Demostracién: Se analizara solo el caso en que en ¢ € [ se tie-
ne un maximo local, siendo el caso del minimo completamente
analogo. De la definicidn se tiene que existe un intervalo abierto
J C R de tal modo que f|;~; alcanza su maximo sobre c € I N J.
Se puede suponer que J = (¢ — d,¢+ ) C I cond > 0. Sean
(Zn)nen C (¢ —9,¢), (Yn)nen C (¢, ¢+ §) sucesiones convergiendo

SN

Tn Yn

ac.

c+0

Por la construccion de las sucesiones se tiene que
Fln) = 1) _ o Fan) = £(e)
Yn — C Ty — C
y al tomar limite cuando n — oo se obtiene, por la monotonia
al limite (teorema 2.4.1), que f'(¢) < 0 < f’(c) de donde, por la
tricotomia se concluye que f'(c) = 0. .

El teorema anterior dice que, para funciones diferenciables, la
anulacion de la derivada es una condicion necesaria para tener
extremos locales en el interior; dicha condicion rno es suficiente

como lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1.2 Sean € N un entero impar; considere la funcion
f:(-1,1) — (-1,1) dada por x — z™. Se tiene que f'(0) =
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n(0)"~! = 0 y sin embargo f no tiene extremo local en c = 0 por la

imparidad den (el lector debe verificar los detalles).

También la condicion de que I sea abierto no puede ser omitida
en el teorema 6.1.1.

Ejemplo 6.1.3 La funcion identidad 1 : (0,1] — (0, 1] tiene un
maximo local (que es absoluto) en c = 1, sin embargo para la de-
rivada se tiene que 1'(1) = 1 # 0.

Considerando todos los ejemplos anteriores vemos que no hay
esperanza de tener un método general para hallar extremos lo-
cales (globales) en dominios arbitrarios. Para cuando el dominio
es un intervalo cerrado [q, b] y la funciéon f : [a,b] — R es deri-
vable (y por lo tanto continua) en todo punto, se sabe por el teo-
rema 4.3.2 que los extremos tienen que alcanzarse. Ahora bien,
después de analizar los valores f(a) y f(b), si en estos no se en-
cuentran los extremos buscados, es porque dichos extremos se
encuentran en (a, b) y por lo tanto pueden buscarse utilizando el
teorema de la anulacion de la derivada (teorema 6.1.1).

Todo esto que se acaba de discutir se resume a continuacion, no

sin antes dejar la definicion de punto critico.

Definiciéon 6.1.2 Sea D C R un conjunto que tieneac € D como
punto de contacto. Sea f : D — R una funcién derivable en c.
Si f'(c) = 0 se dice que c es un punto critico y que f(c) es un valor

critico de la funcion.
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Procedimiento para hallar los extremos (absolutos) para fun-

ciones derivables definidas sobre intervalos cerrados

Se tiene una funcién derivable f : [a,0] — R con una cantidad

finita de puntos criticos.

i) Se hallan todos los puntos criticos de f |(a7b), sea C el conjunto

de todos los puntos criticos.

ii) Se calcula el valor de f(c) para cada punto critico ¢ € C en-
contrado en el punto anterior y se eligen ¢;, ¢, € (a,b) con

f(er) = min f(C), f(cz) = méx f(C).

iii) Se eligen x,,,zy € {c1,¢2,a,b} de tal modo que
f(zm) = min{f(c1), f(c2), fa), f(O)}Y
f(xM) = mé“X{f<Cl)7 f(02>7 f(a)a f(b)}

iv) El maximo de f se alcanza en ), y su minimo en z,,.

Ejemplo 6.1.4 Se utilizard el procedimiento descrito arriba para

hallar los valores extremos de la funcién f : [—1,3] — R dada

por f(z) = 2* — .

i) f'(z) = 32®—1 por lo que los puntos criticos vienen de resolver
3z? = 1, es decir, el conjunto de puntos criticos es

C=1{-3/3,V3/3}.

i) f(—v3/3) = 2v3/9y f(v/3/3) = —2v/3/9 por lo que se toma
Cc1 = \/§/3y02 = —\/g/?)

iii) f(—1) = 0, f(3) = 24 por lo que se toma x,, = ¢, = V/3/3 y
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iv) La funcioén dada tiene un valor minimo de —2+/3/9 que se al-
canza con ,, = ¢, = /3/3 y un valor mdximo de 24 que se

alcanza en el extremo superior del dominio x,; = 3.

Tm
/ &) T )

En la préctica suele tenerse una funcion que no es diferenciable

en todo el dominio, pero lo es a trozos, en ese caso conviene ana-
lizar cada una de las regiones por separado y después comparar
los extremos obtenidos en cada region. También para rayos o to-
do R conviene muchas veces cortar un intervalo [a, b], analizar
con el método explicado aqui dicho intervalo y analizar la mono-
tonia o los limites al infinito en los rayos restantes. Para verificar
que se entiende lo aqui explicado, se sugiere al lector resolver en
este punto el ejercicio 6.1.5.

6.1.1. Ejercicios

Ejercicio 6.1.1 Suponga que una funcion f : D — R alcanza
su maximo enc, € Dy su minimo en c; € D. Demuestre que si

f(c1) = f(c2) entonces la funcion es constante.
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Ejercicio 6.1.2 Dé un ejemplo de una funcioén continua y no cons-
tante f : (0,1) — R que alcance una infinidad de veces su maxi-

mo y una infinifad de veces su minimo.

Ejercicio 6.1.3 Exhiba una funcion continua f : R — R, cuyo
conjunto de imdgenes sea acotado tanto inferiormente como su-

periormente, pero que no alcance su maximo ni su minimo.

Ejercicio 6.1.4 Encuentre valores para las constantes a,b,c € R
para garantizar que la funcién f : R — R dada por f(z) = ax® +

bx + ¢ satisfaga las dos siguientes condiciones:
» f tiene enxy = 1 un madximo relativo de valor.
» Lagrdficadey = f(x) pasa por el punto (2, —2).
Ejercicio 6.1.5 Seaa > 0. Considere la funcién g : R — R dada

por
1 1

- + _
1+ ]z 14|z —al

g(z)

Muestre que el valor mdximo (i.e. absoluto) de g estd dado por
(24 a)/(1+a).

Ejercicio 6.1.6 Se quiere cortar un alambre de 10 m de largo en
dos pedazos y hacer una circunferencia con una de las partes y un
cuadrado con la otra. Determine como debe hacerse el corte de tal
modo que el drea total de las dos figuras obtenidas sea la minima

posible.
Circunferencia
’ e
- _—
Cuadrado
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Ejercicio 6.1.7 Se tiene un alambre de 80cm el cual se quiere do-
blar en forma de rectangulo. Determine las dimensiones del rectangu-
lo de mayor area posible.

Ejercicio 6.1.8 Sea KC un cono circular recto de radio R y altura H.
» Encuentre las dimensiones (en términos de H

y R) del cilindro circular recto de volumen
maximo que puede ser inscrito en K.

» Utilice la parte anterior para el caso particu-
lar R = 5cm, H = 12cm (este es el tamario

aproximado de los conitos de papel utiliza-

dos en algunas oficinas).

Ejercicio 6.1.9 Seann,m € N numeros naturales fijos. Demuestre
que la funcion f : R — R dada por f(x) = 2™(1 — x)™ posee un
mdximo relativo enn/(n + m).

Ejercicio 6.1.10 Sea L. > 0 dado y sea ), un cuadrado de lado L.
Encuentre la longitud del lado del cuadrado de menor drea que
puede ser inscrito en () y,.

Qr| / 7

Ejercicio 6.1.11 La seccion transversal de un bebedero de ganado
de 3m de largo tiene la forma de un triangulo isésceles invertido.
Este fue construido con el requerimiento de que su capacidad sea
la maxima posible.

L

¥
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Utilice calculo diferencial para determinar el tamario del dngu-
lo 6 formado por los lados iguales, los cuales tienen una medida
predeterminada L m.

6.2. Teorema de Rolle y T.V.M.

El teorema de valor medio (T.V.M.) es uno de los mas importan-
tes del calculo diferencial, tanto a nivel teérico como a nivel de
aplicaciones. Se comienza enunciado un caso particular (que de
hecho implica el T.V.M. como se verd en las demostraciones, y
por lo tanto es equivalente) que data de alrededor de 1691, y que
es asociado al matematico Michael Rolle.

Teorema 6.2.1 (Teorema de Rolle) Seana < by f : [a,b] — R
una funcion continua cuya restriccion f|, ) es derivable.

Si f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un ¢ € (a,b) de tal
modo que f'(c) = 0.

Demostracion: Si la funcion f es constante entonces, por la pro-
posicion 5.1.1, la derivada es cero en todos lados y por lo tanto
puede tomarse ¢ € (a, b) arbitrario. Puede suponerse por lo tanto
que f no es constante, en este caso f no coincide con la cons-
tante f(a) = f(b) y por lo tanto debe existir z, € (a,b) tal que
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f(zo) # f(a). En caso de que f(xy) > f(a) la funcién posee un
maximo local (ojo, no se esta afirmando que en z;) y en caso de
que f(zg) < f(a) un minimo local (hacer un dibujo de las situa-
ciones anteriores es de utilidad). En cualquiera de estos casos se
tiene que f|(, posee un extremo local, asi que por el teorema de
anulacion de la derivada en extremos interiores (teorema 6.1.1)

se sigue que existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

O

Teorema 6.2.2 (T.V.M.) Sean f : [a,b] — R una funcion con-
tinua cuya restriccion f| es diferenciable. Existe entonces c €
(a,b) de tal modo que

F0) = fa)

fle) ==

Demostracion: Sea F : [a,b] — R la funcién dada por

fb) = fa)

F(z) = f(z) - (e — )22

Esta funcion es claramente continua por las PA-FC y su restric-
cion Fi,; es derivable por las PA-FD; ademas se tienen clara-

mente las igualdades

Del teorema de Rolle se sigue que existe ¢ € (a,b) de tal forma
que F'(c) =0, asi
o o f(b) _ f(a)
0="F(c) = fic) = =p———

de donde se sigue el resultado.
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Una interpretacion geométrica del T.V.M. requiere entender de
manera geomeétrica a la derivada, es algo clasico que no puede
faltar en un libro de célculo diferencial, por eso se hara ahora.
Primero que nada, la derivada en un punto f’(c) resulta ser la
pendiente de la recta tangente en el punto (c, f(c)) a la gréfica
de la funcion f, el proceso al limite de las secantes pasando por
(¢, f(c)) de dicha grafica lleva a la tangente. La siguiente figura es
mucho mas aclaratoria que mil palabras:

La secante determinada
por los puntos (c, f(c)) y
(t, f(t)) tiene pendiente
HA=f®). ¢] limite de esta

c—t

(t, f(1))

expresion cuando t — ¢

es precisamente f’(c).

a c b

Ahora bien, el T.V.M. dice entonces que la pendiente de la secan-
te entre los puntos extremos de la grafica de f se alcanza como
derivada de algan punto interior, es decir, al menos una tangen-
te de un punto interior tiene esa pendiente, la figura siguiente
ilustra la situacion.

A
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El siguiente resultado es una de las consecuencias més impor-
tantes del T.V.M..

Proposicion 6.2.1 Sea I C R abiertoy f : I — R una funcion
derivable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f eslocalmente constante, i.e. para cada x € I existe un inter-
valo abierto I, C I tal que f|;, es constante.

b) f'(z) =0 paratodazx € I.

Demostracién: Claramente a) = b) asi que solo resta demostrar
que b) = a). Seax € I, como [ es abierto es union de algunos
de los siguientes conjuntos: intervalos abiertos, rayos abiertos o
bien todo R. Observe que en todos los casos anteriores se puede
encontrar /, C [ intervalo abierto conteniendo a z. Se quiere de-
mostrar que f|;, es constante. Sean a,b € I, a < b. f es continua
en [a,b] C I,y derivable en (a,b) por lo que, del T.V.M., se sigue

que existe ¢ € (a,b) de tal modo que

f(b) = f(a)

=0

de donde necesariamente se sigue f(a) = f(b); esto prueba que

flz, es constante. .

Es de observarse que la demsotracion anterior demuestra en par-
ticular el siguiente resultado que es muy 1til en la practica.

Corolario 6.2.1 Sea ! C R un intervalo abierto. Si la funcion
f : I — R es derivable con derivada cero en todo punto entonces

f es constante.
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6.2.1. Ejercicios
Ejercicio 6.2.1 Sea f : R — R una funcion derivable.

a) Demuestre que si f(x) = 0 tienen + 1 soluciones distintas en-
tonces f'(x) = 0 tiene al menosn soluciones distintas.

b) Muestre que si ademads [ es n-veces diferenciable entonces la

ecuacion f™(x) = 0 tiene al menos una solucion.

Ejercicio 6.2.2 Considere los siguientes enunciados sobre polino-
mios con coeficientes reales.

a) Todo polinomio de grado 2 tiene a lo mds 2 raices reales.
b) Todo polinomio de grado 3 tiene a lo mds 3 raices reales.

Utilice el teorema de Rolle para demostrar que a) implicab).

Ejercicio 6.2.3 Sea I C R un rayo o todo R. Demuestre que si
f: I — R es derivable y la derivada en cada punto es cero en-
tonces [ es una funcién constante.

Sugerencia: Para x fijo considere conjuntos de la forma

A, ={tel:t>uz, fesconstanteen|z,t|}.

Ejercicio 6.2.4 Sea f : R — R una funcién que satisface que
para cualesquiera a,b € R se cumple que |f(a) — f(b)| < (a — b)>.
Demuestre que f es constante.

Sugerencia: Empiece demostrando que f es derivable. ;Quién debe ser

la derivada?

Ejercicio 6.2.5 Sea I C, R un intervalo y sean f,g : I — R
funciones derivables tales que gf' — fg' = 0. Suponga también
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quea,b € I, a < b son ceros consecutivos de f, es decir, f se anula
enayenb pero no se anula en ningtin punto de (a,b). Muestre que

si g(a)y g(b) no son ambos cero entonces existe { € (a,b) tal que

g9(§) = 0.

Ejercicio 6.2.6 Suponga que las funciones f,g,h : [0,1] — R son
continuas en todo [0, 1] y derivables en (0, 1). Demuestre que existe
¢ € (0,1) de tal manera que

f'€) g'€) ()
f

det | f(0) g(0) h(0) | =o0.

Ejercicio 6.2.7 Sea g : [a,b] — R continua y tal que posee se-
gunda derivada g en todo (a,b). Suponga que el segmento de rec-
ta que une el punto (a, g(a)) con el punto (b, g(b)) intersecta a la
grdfica de g en un tercer punto (c, g(c)), ¢ € (a,b). Muestre que en-

tonces g" posee un cero en (a,b).

Ejercicio 6.2.8 Demuestre que no interesa qué valor tome k € R

no podrda lograrse que la ecuacion
2?0 12018z + k=0
tenga mas de una solucion.

Ejercicio 6.2.9 Sean 0 < a < b. Utilice el TV.M. y la funcion 1/x
para demostrar que la media geométrica~/ab dea yb se encuentra
en el intervalo (a,b).

Ejercicio 6.2.10 Sean(0 < x < k < y ntimeros reales dados. Mues-

tre que
In(y) — In(k) _ In(k) — In(z)
y—k k—x
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Ejercicio 6.2.11 (T.V.M.-Cauchy) Demuestre la siguiente genera-
lizacion del TV.M.: Sean f,g : [a,b] — R continuas y tales que
fliap) ¥ 9lap) son diferenciables. Suponga que g'(x) # 0 para toda
z € (a,b). Existe entonces c € (a,b) de tal forma que

f'(e) _ f(b) = f(a)

g(c)  g(b) —gla)

No olvide mencionar por qué puede escribirse como denominador

a la diferencia g(b) — g(a). Diga también el por qué se dice que el
T.V.M.-Cauchy es una generalizacion del T.V.M. (;a qué caso par-
ticular del T.V.M.-Cauchy corresponde el T.V.M.?).

Ejercicio 6.2.12 Sean f,g : [a,b] — R como en las hipdtesis del
ejercicio anterior. Demuestre que si las secantes de la grdficas de
f v g uniendo los puntos extremos tiene la misma pendiente en-
tonces existe c € (a,b) de tal modo que las rectas tangentes Ly y L,
a las grdficas de f y g en los puntos (c, f(c)) y (¢, g(c)) respectiva-
mente, tienen la misma pendiente.

6.3. Analisis de monotoniay

extremos locales

El T V.M. también facilita el estudio de monotonia de una fun-

cion, como se podra apreciar en esta seccion.

Definicién 6.3.1 Sea D C Ry f : D — R una funcion cualquie-

ra. Se dice que f es

= mondtona creciente si para toda x,y € D conx < y se tiene
que f(z) < f(y). Si esta ultima desigualdad se puede po-
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ner siempre estricta entonces la funcion se dice estrictamen-
te monotona creciente.

= mondtona decreciente si para toda x,y € D conx < y se
tiene que f(x) > f(y). Si esta ultima desigualdad se puede
poner siempre estricta entonces la funcion se dice estricta-
mente monoétona decreciente.

Sedice que f es mondtona si cumple alguna de los tipos de mono-
tonia anteriores.

El ejercicio 6.3.1 da ejemplos sencillos de funciones monotonas.

Proposicién 6.3.1 Sea [ : [a,b] — R una funcion continua tal
que f|wyp es diferenciable. Si f'(x) > 0 para toda x € (a,b) (res-
pectivamente f'(z) < 0 para toda x € (a,b)) entonces f es estricta-
mente monaotona creciente (respectivamente estrictamente monoto-

na decreciente).

Demostracion: Solo se demostrara el caso f/ > 0 siendo el otro
completamente andlogo. Sean z,z2 € [a,b] con z; < xo; del

T.V.M. se puede encontrar ¢ € (x,x2) C (a,b) de tal modo que

f’(c) _ f(%) - f(I1>.

T2 — I
Debe observarse ahora que tanto f’(c) como (x5 — x1) son posi-
tivos, asi que su producto debe también serlo, es decir f(zs) —

f(z1) = (z9 — x1) f'(c) es positivo, de donde f(x;) < f(z2). -

En la practica no siempre se tiene que el dominio es un interva-
lo pero el analisis puede reducirse a este caso, a continuacion se
verd un ejemplo de esto (este ejemplo es importante en los cur-
sos de analisis matematico, concretamente cuando se estudian

espacios métricos).

263



Ejemplo 6.3.1 Considere la funcion f : [0,+00) — R dada por
f(x) = {15 Setiene entonces que f es monétona creciente. En efec-
to, sean( < a < b, sequierever que f(a) < f(b), paraestoseaB > b
yseag := flony;9g: [0, B] — R es continua y diferenciable en el
abierto (0, B) con

oy A4z)—(2) 1
9@ = e T s

Esto muestra que g es estrictamente mondtona creciente y como
g = flj,p se concluye en particular que f(a) < f(b). El lector deta-
llista notarad que falta el caso a = 0, este es trivial pues f(0) = 0 <

f(z) para toda x > 0.

De la proposicion 6.3.1 se puede derivar un método para con-
cluir que en un punto ¢ del dominio de una funcidn se tiene un
extremo local, esto es lo que se pide que argumente el lector en el
ejercicio 6.3.5. Se recomienda al lector resolver el ejercicio antes
de continuar con la lectura, pues se utilizara en la demostracion

del siguiente resultado.

Teorema 6.3.1 (Criterio de la segunda derivada) Sea f : (a,b) — R
una funcion derivabley suponga quec € (a,b) satisface que f'(c) =
0y f"(c) > 0 (o respectivamente f"(c) < 0). Se tiene entonces que

f tiene un minimo (respectivamente mdximo) local en c.

Demostraciéon: Nuevamente s6lo se demostrard el caso en que
f"(c) > 0 siendo el otro caso analogo. Sea F' : (a —c¢,b—c) — R
la funcién dada por

Flett) gt £ 0

F(t) = !
f"(c) sit=0.
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Por las hipétesis se tiene que F' es continua y ademads satisface
que F(0) = f"(c) > 0, por lo que, por el teorema de la preserva-
cion del signo para limites de funciones (teorema 3.2.2), se tiene
que existe § > 0 de tal modo que Us(0) C (a —¢,b—¢)y F(t) > 0
para todo t € Us(0). Para cualquier ¢t € Us;(0) = (—4,6), se tiene
entonces que f'(c+t) = F(t)tycomo F(t) > 0 el signo de f'(c+t)
depende de ¢; se tiene que f'(c+t) > 0sit > 0y f'(c+1t) < 0si
t < 0, asique por el ejercicio 6.3.5 se sigue que f tiene un minimo

local en c. 0

Para terminar esta seccion se demostrara el siguiente resultado
el cual es muy util para concluir que ciertas funciones tienen in-

versas derivables.

Teorema 6.3.2 Sea f : [a,b] — R continuay estrictamente monoto-
na crecientey seag : [f(a), f(b)] — [a, b] su inversa (vea ejercicios
6.3.2y6.3.4). Si f esderivableenc € (a,b) y f'(c) # 0 entonces g es
derivableen d := f(c) yademds ¢'(d) = 1/ f'(c).

Demostracién: Del corolario 5.2.3 s6lo se necesita ver que g es
diferenciable en d. Se comenzara viendo que g es continua en d.
Para esto sea ¢ > 0, se puede pensar que ¢ es suficientemente
pequefio para que ¢ — ¢ y ¢ + € sean elementos de (a, b). Sea § > 0

de tal modo que
5 < min{f(c) - f(c—e), flc+e) - f()}.

Esta  eslaque ayudara: Seay € [f(a), f(b)] con|y—d| < ¢, se tiene
entoncesquey —d < 6 < f(c+¢) —d,dedondey < f(c+¢)yasi
g(y) < c+e¢.Similarmente de —0 < y —d se sigue que c—¢ < ¢(y),

que junto con lo anterior nos dice que ¢ — ¢ < g(y) < ¢+ ¢, €s
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decir |g(y) — g(d)| < € (recuerde ¢g(d) = ©).
Ahora si, es turno de demostrar la diferenciabilidad de g en d. Sea
(sn)nen C R una sucesion convergente a cero. Se quiere analizar

el cociente
g(d+ s,) — g(d)

Sn

cuando s,, — 0.Sea h,, := g(d+s,) —g(d), de la continuidad de g

en d se tiene que h,, — 05si s, — 0. Ahorabien, g(d+s,) = h, +
g(d) = h,+cdedonded+s, = f(h,+c)yasis, = f(h,+c)—d=
f(hn+c)— f(c). Por altimo, de lo estricto de la monotonia, s,, # 0
siy solo si h, # 0. Se tiene entonces que

Sn - f(c + hn) —d B f(C'f‘h;;)_f(C)

con lo cual, al tomar limites cuando s,, — 0 se tiene que h,, — 0
yellado derecho delaigualdad anterior tiende entoncesa 1/ f'(c),

€n resumen
n—o0 Sp, f’(c)

Lo anterior se tiene para una sucesion arbitraria (s, ),y que tien-

de a cero, asi que, por el teorema 3.3.1, se tiene que ¢'(d) = 1/ f'(¢).

O

6.3.1. Ejercicios

Ejercicio 6.3.1 Demuestre que toda funcion afin es monétona.

Ejercicio 6.3.2 Demuestre que si la funcion f : [a,b] — R es es-
trictamente mondotona entonces su restriccion f : [a,b] — f(a,b)

es biyectivay por tanto posee una inversa la cual es también monotona.

;Se tiene el mismo resultado si la monotonia no es estricta?
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Ejercicio 6.3.3 Analicela monotoniade la funcion f : [0, +o0) — R
dada por f(z) =1/(1 + z).

Ejercicio 6.3.4 Sea f : [a,b] — R continuay estrictamente monoto-
na creciente (decreciente). Demuestre que f|a,b| = [f(a), f(b)] (res-
pectivamente que f[a,b] = [f(b), f(a)]).

Ejercicio 6.3.5 (Criterio de la primera derivada para extremos
locales) Sea f : (a,b) — R continua y tal que es derivable en ca-
da punto, salvo quizds en c € (a,b). Demuestre que si f'(x) < 0 <
f'(y) para cualesquiera x € (a,c) yy € (c,b) entonces f posee un
minimo local en c. ;Es este minimo global?

Modifique las condiciones del enunciado anteior para que la con-
clusion sea el tener un maximo local.

6.4. Un poco mas sobre exponenciales

y logaritmos

En esta parte se hara uso del teorema 6.3.2 para analizar las fun-
ciones exponencial y logaritmo mas de cerca.

Para empezar debe observarse que para a > 1 se tiene que la fun-
cion f, : R — R, x — «” tiene las siguientes propiedades (vea la

proposicion 5.1.2 y el ejercicio 3.4.4).
= f,esderivableenOy f/(0) = In(a).

= f, es derivable en todo punto x € R y de hecho f.(z) =
fa(0)fa(x) = In(a)a”.

= f/(0) # 0 pues f, no es funcion constante.
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= Como a > 1 setiene que f, es estrictamente mondtona cre-

ciente, de hecho f,(R) = (0, +o0); por lo tanto f, tiene una
funcién inversa.

El dltimo punto requiere utilizar el hecho de que ZETOO folz) =

+oo y la continuidad de f,. De manera similar al ejercicio 6.3.2

puede demostrarse (se recomienda al lector hacerlo) que f, es

una funcion invertible.

Definicién 6.4.1 A la funcién inversade f, : R — (0, +00), don-
dea > 1, se llama logaritmo de base a y se le denota por
log, : (0,4+00) — R.

No debe de confundirse la definicion anterior con la de logarit-
mo que se dio en el ejercicio 3.4.4, a ese logaritmo se le llamara
desde ahora y hasta el resto del texto logaritmo natural. En breve
se veran relaciones entre el logaritmo de base a definido aquiy el

logaritmo natural.

Puede mostrarse con las mismas técnicas que las del teorema
6.3.2 que f, tiene una inversa derivable, vea el ejercicio 6.4.1;

usando dicho ejercicio se puede concluir lo siguiente.

Proposicién 6.4.1 La funcionlog, : (0,+00) — R es derivable y
su derivada cumple

, 11
loga(2) = 1 (0)z  In(a)z’

Ademds dicha funcion posee las siguientes propiedades.

» log,(a”) = x yen particularlog,(a) = 1.
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Capitulo 6. Sobre extremos locales y globales

n %W =y yen particulara'sY) = 1 = a° de dondelog,(1) =
0.

» z=a"siysolosiz=log,(z).

Es importante observar que si se encontrara un cierto £ > 1 con
la propiedad de que f7(0) = 1 entonces se tendria que f;, = fg,
In(E) = 1y que log;(z) = 1/x. Las primeras dos propiedades de-
terminan de modo tnico a una funcion (vea el ejercicio 6.4.2),
toda vez que una tal funcion exista.

Para analizar la existencia de un tal F se fija a > 1, por la defini-
cion del logaritmo natural se tiene, para un cierto y € R, que

vyE 1 yr _
In(a”) :h’rnL — lim &
x—0 x x—0 yxr

y = In(a)y

donde en la ultima igualdad se aplicé continuidad con el hecho
de que yr — 0siz — 0; se tiene entonces que In(a¥) = yIn(a)
(esto resuelve uno de los puntos del ejercicio 3.4.4). Como f, no
es funcion constante, no puede tenerse que In(a) = f/(0) = 0,
por lo que es posible escoger un y de tal modo que In(a)y = 1, es
decir, de tal modo que f},(0) = In(a?) = 1 (y no es otra cosa que
1/1In(a)).

Lo que se haré a continuacion es ver que el nimero o'/ es
independiente de a y que de hecho es precisamente el numero
de Euler e (definicién 2.5.1).

Teorema 6.4.1 Para cualquier a > 1 el niimero /™% es inde-
pendiente del valor de a, de hecho o'/ @ = e,

1/1n

Demostracién: Sea a > 1y sea F el nimero a'/™(@, De la con-

sideracion previa se tiene que 1 = f1(0) = fg(0) de donde, por

269



definicion de la inversa de una funcion, se tiene log;(1) = 0, con

esto se obtiene que

logl, (1) 1 1 1 1
O = = = — = .
o fe(logp(1))  fE(0) 1
Se tiene de lo anterior que 1 = lim ettt osp) _ gy, logp(te)
z—0 z z—0 z

y como la funcion log, es continua, se sigue en particular que
1 = lim U+, sando ahora la continuidad de fe(x) = E*

n—00 1/n

se tiene

IOgE(1+TlL)

E=FE'=lim E= /n

n—oo
n 1 n
= 1im (B=(43))" = 1 (1 + —) —e.
n—oo n—oo n
U
Corolario 6.4.1 Setieneparatodaz € R que (e*) = e ylog.,(x) =
1/z; también se tieneln(e) = 1.
Demostracién: Esto es justo la construccién de E = e. 0
Se concluye este capitulo mostrando que log, = In.
Proposicién 6.4.2 Para cada x € (0,+00) se tiene que log,(x) =
In(x).
Demostraciéon: Dado = € (0, +00) puede escribirse a x como = =
e’ para algin b € R (suprayectividad de f.). Ahora bien,
— (b _ by _
hl(:l:‘) = In(e >Ejer.3.4.4bln<€ coro. 6.4.1 b= loge(e ) a lOgE(x).
U

Corolario 6.4.2 La funcion In : (0,4+00) — R es diferenciable

conln'(z) = 1/x.

270
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6.4.1. Ejercicios

Ejercicio 6.4.1 Sea f : R — (0, +00) una funcion estrictamente
monotona creciente y biyectiva la cual es derivable para la cual
f'(z) # 0 para toda x € R. Demuestre que la funcién inversa f*
es también derivable.

Ejercicio 6.4.2 Suponga que las funciones f,g : R — (0, +00)
son derivables, satisfacen que f(0) = ¢g(0) = 1 y también que ' =
fyd = g. Demuestre que necesariamente f = g.

Sugerencia: Analice el cociente f /g.

Ejercicio 6.4.3 (exp(x) = €*) Suponiendo que la funcionR — R
determinada por exp(z) = i x"™/n! es derivable y que la derivada
se puede calcular derivancfo:coada sumando (cosa que no es cierta
en general, como estudiarad en el curso de Cdalculo 2) demuestre
queexp(z) = €.

Sugerencia: Utilice el corolario 6.4.1 y el ejercicio anterior.

Ejercicio 6.4.4 Usando que las funcioneslog,, paraa > 1, son es-
trictamente monotonas crecientes, de otra demostracion para la
independencia de o'/ ™% respecto al valor de a (teorema 6.4.1).
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La regla de L'Hopital y sus variantes

Este ultimo capitulo estd dedicado alallamada regla de L'Hopital,
que es una consecuencia importante del teorema de Rolle visto
antes, provee un método para calcular limites indeterminados

para los cuales no pueden aplicarse directamente las PA-LE

7.1. Primeraversion delaregla de UHopital.

Los siguientes resultados haran uso del T.V.M.-Cauchy, porlo que
se recomienda al lector resolver el ejercicio 6.2.11 antes de con-
tinuar con la lectura.

Teorema 7.1.1 (Regla de UHoépital) Sean f,g : (a,b) — R fun-
ciones diferenciables y tales que

m lim f(z) =0 = lim g(x).

r—a r—ra

= Existe L = lim 119 (i.e. I € R).

g 9 ()

Se tiene entonces que existe el limite lim £ y ademds coincide con

s—a 9(@)
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L. Un resultado andlogo se tiene cuando se cambia x — b en todos

los lugares donde se tiene x — a.

Demostracion: Sea(z,),ey C (a,b) una sucesion de puntos dis-
tintos de a pero convergiendo al punto a; el objetivo es demos-
trar que nlgglo % = L. Es posible fijar 6 > 0 de tal modo que
Is == (a,a+90) C (a,b) ytal que ¢'(x) # 0 para todo z € I, esto
debe tenerse para que el segundo de los puntos en las hipotesis
tenga sentido. Sean f,§ : [a,a + 0/2] — R, las funciones dadas
por

Fla) = f(z) S?a: > a Fa) = g(x) S%a: > a

0 Siz =a 0 Slz =a

Se puede pensar, sin pérdida de generalidad, que (z,,),en C (a, a+
§/2); utilizando que las funciones fy § son continuas y derivables
en (a,a + 9§/2), se tiene, del T.V.M.-Cauchy aplicado sobre [a, ],
que existe y,, € (a, z,) de tal forma que

Fyn) _ Py flw) = fla) _ f(zn)

g (yn) 9 (Yn) vM-cauchy g(x,,) — g(a) g(z,)

Ahora bien, de a < y,, < z, ylaley de estriccion (teorema 2.4.2),

se tiene que lim y, = a, Se sigue entonces que
n—oo

) P

lim =
n—oo g(x,)  n—=co ' (Yn)

U
Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente resultado,
al que también se hace referencia como regla de U'Hopital, dicho
resultado se obtiene al aplicar el teorema anterior junto con el

ejercicio 3.5.5.
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Capitulo 7. Laregla de LHopital y sus variantes

Corolario 7.1.1 Seac € (a,b) ysean f,q : (a,b) — R funciones

diferenciables y tales que

s lim f(z) = 0 = lim g(x).

Tr—cC r—cC

» Existe L = lim 212 (ie. L € R).

a—sc 9'(%)

Se tiene entonces que existe el limite 1im % y ademas coincide
Tr—C

con L.

Demostracion: Considere las funciones f, := f|cs), 9+ = 9l(cp)
= = flae) Y 9- := 9l(ac)- Aplique entonces el teorema anterior

sobre las funciones correspondientes en (a, c) y en (c, b). 0

Las versiones anteriores de la regla de L'Hopital son referencia-
das comunmente como los casos de indeterminacion 0/0 = L €
R. En la seccidon siguiente se analizaran las indeterminaciones

del tipo co/oc0 = L € Ry las del tipo +00/ + 0o = +oc.

7.1.1. Ejercicios

Ejercicio 7.1.1 Demuestre a detalle el corolario 7.1.1.

Ejercicio 7.1.2 Utilice el teorema de L'Hopital para dar otra de-

mostracion de los limites notables estudiados en la seccion 3.4.
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7.2. Otras dos versiones del teorema
de UHopital

7.2.1. Versionoco/oco =L € R

Teorema 7.2.1 (2V-Teorema de UHopital) Sean I C R abierto y
ac€l.Sean f,g: I — {a} — R funciones derivables, ¢ nunca se
anula. Suponga ademds que

1 = I = +00,
" lim f(z) = lim g(2) = +o0

= lim £ [ —LeR.
Se tiene entonces que h{‘n E ; existe y coincide con L.
Enunciados andlogos validos se obtienen si se cambian todas las
flechas x ~\, a por x / a (y consecuentemente por x — a), 0 Si se
cambia +o0o por —oo.

Demostracion: Se utilizara ahora la version ¢ — § para demostrar

h{n fg’”g L.Dadoe > 0,sead; > 0detal modo que (a,a+9;) C I

y cumpliendo

O<z—a<id =

DN ™

Seab=a+6,/2; parax € (a,b) se puede encontrar (por el T.V.M.-
Cauchy) ¢, € (z,b) de tal modo que

Comoa <z <c, <b<a+d setieneque( < ¢, —a < J; de
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Capitulo 7. Laregla de LHopital y sus variantes

donde )

% - L‘ < /2. Ahora bien

o) flx)  f@)  fO)
flea) JO)=f(@) 5 ~ @ _ 9@ — sw

g'(cs (z) 2@y 1— 48

xT

~
Q
—~
=
~—
|
Q

Q
—~
8
~
Q
~

con lo cual (después de realizar operaciones aritmeéticas) se tiene

M) _[(£1ed) o) 0] | 1

glca)  [\g(e)) glz)  glx)]  g(x)
Sear(z):= 5(—2 - (%) %, asi la expresion anterior queda
f'lea) _ flz)
= —= —r(x).
7] g

Debe observarse que para = € (a, b) se tiene

f'(x) flx) € .
| <7 L‘+|L|<2+|L| . M
y entonces
f(b) (b)
[r(z)] < ‘—g(x) + M ol 7.1)

El valor de b = a + §,/2 es independiente de la = € (a,b), por
lo que si z — a entonces g(b)/g(x) — 0y f(b)/g(x) — 0 pues
g(x) — +o0. Usando ahora (7.1) se tiene que }:I{‘I}L r(z) = 0yporlo
tanto es posible encontrar ¢ > 0 de tal modo que § < §;/2 y de tal
forma que |r(z)| < ¢/2 siempre que 0 < x —a < ¢. Esta 0 esla que
funciona, en efecto, para0 < z — a < J se tiene

1-1<] (19 -r0) oo

9(x)
_ | fle) o) < S
=5y L'+!()|<2+2 .

Esto termina la demostracion.
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7.2.2. Version co/oco = oo

Se termina esta obra con el siguiente caso del teorema de L'Hopital.

Teorema 7.2.2 (3V-Teorema de UHopital) Sean I C R abierto y
a€l. . Sean f,g: I — {a} — R funciones derivables, ¢ nunca se
anula. Supongase ademds que

m lim f(z) = lim g(x) = +o0,
lim () = lim g(x

o L)
" lm g = oo

. o f(@)
Se tiene entonces que il{% o) — 10
Enunciados andlogos validos se obtienen si se cambian todas las

flechas x \, a porz / a (y consecuentemente porx — a,).

Demostracién: Sea N > 0, se busca ¢ > 0 de tal modo que, siem-
prequesetengazr € I,0 < z — a < §, entonces también se tenga
que f(z)/g(x) > N.Sea M = 4N, se tiene que existe §; > 0 con
(a,a+6;) C Iytal que:

[ (@)
g'(z)

z € (a,a+d) = > M = 4N.

Sea b := a + % fijo yseaz € (a,b). Por el TV.M.-Cauchy existe
¢; € (z,b) de tal modo que

Cx
f/(cm> f) = f(= e | Co-
gle) ~ 9lb) — g() 0 a S
mo 0 < ¢, — a < 0, se tiene de lo anterior que
f@)  J®)
9(b) —g(z) 143
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igualdad cierta para cualquierz € (a,a + %) = (a,b). Como }31{1(11 g(x) =

400 se tienen

)y W 10
il\“i<1 g(x)) Y =Y

por lo que se puede elegir un §, > 0 satisfaciendo 0, < §;/2 y de

tal modo que

90) | _ _9®) _ 1
pre) —‘( g(ac)) 1‘ <3
O<x—a<dy =

10| M
4

\

Usando propiedades béasicas de valores absolutos se tiene que si
x satisface 0 < = — a < &, entonces se tiene que 1 — % > % (en
particular positivo), asi como f(b)/g(z) > —2L. Con esto tltimo y

7.2 obtiene que

@>M(1—@)+&

9(z) 9(z) )  g(x)
1 M M
>M(§>_Z:I:N'

Todo lo anterior muestra que d, > 0 tiene la propiedad de que si

0 < x —a < d entonces f(x)/g(z) > N. 0

7.2.3. Ejercicios

Ejercicio 7.2.1 Demuestre que la funcion exponencial crece mds
rapido que cualquier polinomio dado. De modo explicito, sea p(z)
algtin polinomio con coeficiente lider c # 0. Demuestre que

donde el signo del limite debe tomarse igual que el signo de c.
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Palabras finales

Como se dijo anteriormente, este texto estd adaptado a lo que
realmente se puede cubrir durante un semestre en un curso de
célculo diferencial, segin los programas educativos en México,
hay muchos temas que son importantes y que se han dejado fue-
ra; por lo tanto es recomendable que el lector continte su for-
macion con los textos clasicos citados en la bibliografia. Como
se ha mencionado en partes de este texto y en ejercicios, algu-
nos temas que clasicamente formarian parte del primer curso de
calculo (como continuidad uniforme de funciones) forman aho-
ra parte de un segundo curso de calculo, pero en ese sentido, un
preliminar al célculo integral real, que seria el tema central de
ese segundo curso.

Por tiltimo, es importante mencionar que las matematicas se apren-
den resolviendo ejercicios, no s6lo viendo demostraciones. Los
ejercicios de este texto han sido fraccionados para que el lector
pueda ir paso a paso al resolverlos, sin embargo se recomien-

da probar resolver otros ejercicios adicionales a estos para ver si
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se han madurado suficientemente los temas aprendidos, al gra-
do de poder entonces resolver problemas en su planteamiento
clasico, esto es, sin sugerencias ni pasos intermedios dados co-

mo ayuda.

RA.Q.E
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